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Resumen
En el procesamiento de minerales y más específicamente en la molienda ha sido estudiado el
desgaste de bolas con el fin de determinar qué tipo ecuación describe el desgaste de bolas en
una operación de molienda convencional de un molino rotatorio. Los efectos de comprender la
cinética y el mecanismo de desgastes de bolas, impacta fuertemente sobre los costos de energía
en la industria minera.
Esta investigación se enfoca en el análisis del desgaste de medios moledores de acero en la
industria del cemento, cuando se utiliza con modelos de balance poblacional y su aplicación en
la recarga de bolas del molino y el consumo de acero de las bolas dentro del molino. La parte
experimental fue muy intensa y se usó la técnica de bola marcada, la cual es mundialmente
aceptada como válida para estos estudios.
Metodológicamente, el trabajo se divide en dos etapas: la primera etapa se enfoca en determi-
nar la ecuación constitutiva que mejor se ajusta a los datos experimentales de desgaste de las
bolas, donde se obtuvieron datos en intervalos de cada 600 horas aproximadamente, después
de haber sido operado el molino las bolas durante 3000 horas y se determinó que el mejor
ajuste se obtuvo para una curva exponencial y otra lineal. En la segunda etapa es se aplica
una ecuación de balance poblacional; teniendo en cuanta la ecuación constitutiva lineal y ex-
ponencial previamente obtenida y se verificó que el nuevo modelo planteado posee un excelente
ajuste con los datos experimentales; permitiendo establecer el flujo de bolas en la recarga del
molino y el mecanismo cinético de desgaste de bolas al interior del mismo.
Palabras clave: molienda , desgaste de bolas , balance poblacional, recarga de bolas,
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Abstract
In mineral processing, and more specifically in the grinding has been studied wear balls in order
to determine what type equation describes wear balls in a conventional milling operation of a
rotary mill. The effects to understand the kinetics and mechanism of wear of balls, a strong
impact on energy costs in the mining industry.
This research focuses on the analysis of wear steel grinding media in the cement industry,
when used with population balance models and their application in recharging ball mill and
steel consumption in the mill balls. The experimental part was intense and used the marked
ball technique, which is globally accepted as valid for these studies.
Methodologically, the work is divided into two stages: the first stage focuses on determining
the constitutive equation that best fits the experimental data of wear of the balls, where data
were obtained at intervals of every 600 hours, after having been balls mill operated for 3000
hours and found that the best fit was obtained for an exponential curve and the other linear.
In the second step is applying a population balance equation, taking into account the linear
and exponential constitutive equation previously obtained and verified that the new proposed
model has an excellent fit with the experimental data, thus allowing for the flow of balls in
the recharge mill and kinetic mechanism balls wear within it.
Keywords: grinding ball wear, population balance, recharge balls,
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Introducción
En los procesos de beneficio de minerales, la molienda gasta aproximadamente el 80 %
de la energía necesaria en el beneficio de minerales metálicos e industriales (Austin [1],
D.W. Fuerstenau y A.-Z.M. Abouzeid 2002 [2]). Este consumo está determinado, prin-
cipalmente, por las pérdidas de energía y el desgaste de los medios moledores y en el
caso particular de la molienda de clinker en la industria del cemento, se ha considerado
que el factor de consumo de energía solamente en esta operación es del 45% aproxima-
damente, respecto a la demás procesos involucrados en esta industria. N.A Madlool et
al [3] .
De todas las etapas de procesamiento de minerales la molienda es la más ineficiente, ya
que tan sólo usa el 1% de la energía suministrada al molino, como energía efectivamente
utilizada para fracturar el mineral (D.W. Fuerstenau y A.-Z.M. Abouzeid. Ibid, p162), lo
que permite advertir, que las etapas de fragmentación son determinantes para establecer
la eficiencia de las operaciones en una planta de beneficio de minerales.
El consumo de medios moledores, y en particular de bolas en molinos rotatorios, ha
sido estudiado desde tiempo atrás (Menacho 1985 Op.Cit., Lynch, etc), pero, lamenta-
blemente, tales investigaciones se han centrado en el estudio de bolas de acero, ligado
principalmente a la minería de cobre.
De otro lado, se tiene evidencia de que estos fenómenos de desgaste de bolas y también
de revestimientos en la minería de minerales industriales, afectan la productividad de
los equipos, las distribuciones granulométrica generadas, las razones de recirculación, la
eficiencia de los separadores de tamaño y en general, de las diferentes operaciones que
están alrededor del proceso de molienda, generando sobre costos en el producto final.
Austin et al. (1984 [4]) y Austin y Concha (Op.Cit. 1994) han propuesto modelos de
balanceo de bolas, sin embargo, sigue existiendo poca claridad acerca de si la recarga
se debe hacer con bolas de un único tamaño (monotamaño) o con una distribución de
bolas de diferentes tamaños. En particular en Colombia, se desconoce la aplicación de
estos tipos de modelos.
Desde esta perspectiva es importante el estudio de la recarga de bolas y el desgaste de los
medios moledores. La utilización de una ley de desgaste en un molino industrial para ser
aplicada en un modelo matemático fue realizada por Menacho y Concha [5],[6] donde la
ley de desgaste encontrada en sus molinos obedeció a una ley de desgaste constante, un
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estudio realizado también en una planta piloto para la molienda de carbón encontró que
la ley de desgaste era constante pero eran muy cortos los tiempos en los que operaban los
molinos, E. Albertin et al [7],toma importancia entonces hacer investigaciones para el
desgaste de bolas en tiempos largos de operación de los molinos porque esto supone que
se pueden encontrar otro tipo de cinéticas de desgaste como las de tipo exponencial y las
de tipo hiperbólico y utilizarlas para ser aplicadas en modelos de balance poblacional
y obtener predicciones mas optimas de la recarga de bolas.
Es sumamente importante estudiar los fenómenos asociados al consumo energético de
los sistemas de molienda-clasificación, a fin de identificar y optimizar las parámetros
de diseño y operacionales que causan variaciones significativas en la productividad y
eficiencia de esta etapa del proceso de fabricación de cemento.
Sujeto a lo anterior, está la estabilidad de las operaciones de molienda a través del tiem-
po. Las distribuciones granulométricas que se generan en las operaciones de molienda-
clasificación son muy sensibles a los cambios en la carga de bolas dentro del molino y
en general, al volumen de llenado y empaquetamiento de medios moledores al interior
de molinos rotatorios causando problemas en el desempeño del cemento. De hecho, el
consumo de potencia está directamente asociado a la energía necesaria para mover la
carga de bolas, tal y como fue afirmado por Bond (1952 [8]) mediante la relación:
mp = 7.33AJϕc(1− 0.937J)
(
1− 0.1
29−10ϕc
)
ρbLD
2.3
Donde mp es la potencia del molino(potencia del motor) y J es el factor de llenado de
medios moledores. L y D son la longitud y el diámetro del molino, ϕc es la fracción de
velocidad crítica y ρb es la densidad de las bolas.
Esta problemática ha motivado a la Universidad Nacional de Colombia a través del
Instituto de Minerales CIMEX para adelantar trabajos de investigación que le permitan
optimizar la operación de estos equipos.
Al final, será posible conocer la cantidad y distribución de bolas que deben recargarse
al molino a través del tiempo, para obtener unas condiciones óptimas de molienda. Esto
constituye el aporte principal de esta investigación.
La relación entre el régimen de movimiento de la carga en un molino
rotatorio y los mecanismos de desgaste de los cuerpos moledores
Un molino rotatorio gira sobre un eje horizontal y dentro del mismo se mueven li-
bremente los cuerpos moledores. Cuando el molino empieza a girar, las bolas de acero
ascienden por el lado del tambor que sube hasta que alcanzan una posición de equilibrio
dinámico. Una vez alcanzado este estado, un cuerpo moledor puede caer en régimen de
catarata o cascada, dependiendo de la velocidad de giro del molino. Desde este punto
de vista, el movimiento de un cuerpo moledor al interior de un molino está determina-
do por su forma, la configuración de la superficie interna del tambor y el diámetro y
velocidad de este último.
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De lo anterior se deduce que un cuerpo moledor al interior de un molino rotatorio tiene
dos tipos de movimientos: Menacho Jorge, Jofré Javier , Zivkovic Yandranka [9].
1. Ascenso de las bolas en medio de la masa de éstas, gobernado básicamente por
la fricción bola-bola y bolas revestimiento interno del molino y algunas veces
intermediada por la instalación de barras levantadoras (“lifters”) que a manera de
rugosidades mejoran la fricción bolas-revestimiento interno de molino.
2. Descenso o caída bien sea en cascada o catarata según la velocidad de giro del
molino, la cual suele asociarse a la fracción de velocidad crítica ϕc.
La figura 1 muestra el movimiento de la carga en un molino rotatorio. Con una veloci-
dad baja y revestimientos lisos, los cuerpos moledores suben hasta cierta altura con el
tambor y luego resbalan y ruedan hacia abajo, como se ve en la figura. Este movimiento
se conoce como "régimen de cascada".
A medida que se aumenta la velocidad de rotación, los cuerpos moledores son proyecta-
dos desde el revestimiento para describir una serie de parábolas antes de caer en la zona
de impacto. Este movimiento se conoce como "régimen de catarata". Si la velocidad de
rotación es tal que la fuerza centrífuga iguala el peso de los cuerpos moledores de mayor
tamaño, estos se mueven junto con el molino como un cilindro.
El régimen de cascada fractura las partículas por el mecanismo de abrasión, condu-
ciendo a una molienda más fina (lo que conlleva a una mayor producción de lamas) y
a un mayor desgaste de los medios moledores y el revestimiento del molino, mediante
este mecanismo, Menacho Jorge [10]. De otro lado, el régimen de catarata fractura las
partículas por impacto y, de igual manera, el mecanismo de desgaste de los medios
moledores es el impacto.
A escala industrial, se requieren valores de fracción de velocidad crítica ϕc entre 0.6 y
0.7 para obtener un régimen de cascada solamente, mientras que se requiere de valores
de ϕc entre 0.8 y 0.9. . En la práctica coexisten ambos regímenes se utiliza un con
un fuere predominio del régimen de cascada, el cual suele asociarse directamente a las
acciones de molienda en términos metalúrgicos, dado que el régimen de catarata se
asocia más al impacto y por ende al la trituración y/o destrucción de la partícula en
un único evento al régimen de catarata
Planteamiento del problema
Con todo lo dicho anteriormente es claro que el desgaste de cuerpos moledores depende
principalmente, del régimen de movimiento al interior del molino (el cual puede ser alte-
rado cambiando parámetros como la distribución de tamaño de los cuerpos moledores,
la geometría de los mismos, el tipo de revestimiento, la fracción de llenado con cuerpos
moledores, la fracción de llenado con polvo y la fracción de velocidad crítica ϕc) y de
la dureza, forma y tamaño de las partículas de mineral que está siendo fragmentado.
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Figura 1: Movimiento de la carga en un molino rotatorio de bolas. [Menacho Op.Cit.].
Por tal razón, el problema principal radica en que existe un vacío de conocimiento en
lo referente al uso de modelos de cinética de desgaste de cuerpos moledores de acero en
molinos rotatorios y su influencia en la eficacia de los sistemas molienda-clasificación en
términos de los parámetros cinéticos de molienda del mineral y el consumo de medios
moledores en especial en tiempos largos.
La resolución de tal problema tiene repercusiones directas sobre la industria cementera
y minera. En principio, esta investigación ayudará a ampliar el conocimiento sobre cómo
el desgaste de los cuerpos moledores de acero altera el comportamiento de los sistemas
molienda-clasificación. Dicho conocimiento será un referente para estudios posteriores
en función del control de calidad de los procesos de tratamiento de minerales valiosos
en Colombia.
Objetivo general
Desarrollar un modelo matemático que describa el desgaste de cuerpos moledores de
acero en molinos rotatorios continuos, en función de variables operacionales del proceso
mediante un balance poblacional, y que permita modelar el comportamiento de un
sistema molienda-clasificación en estado estacionario.
Objetivos específicos
1. Aplicar la prueba de bola marcada a escala industrial.
2. Identificar el orden cinético de desgaste de cuerpos moledores de acero en molinos
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rotatorios en la industria del cemento en tiempos largos.
3. Obtener un modelo de desgaste de medios moledores en molienda de caliza con
bola de acero.
4. Establecer la cinética de recarga de bolas a través del tiempo en un molino rota-
torio que contiene cuerpos moledores de acero, en función de su tasa de desgaste.
5. Conocer la distribución de cuerpos moledores dentro del molino en cualquier ins-
tante y así poder definir cuándo se debe realizar un cambio de carga total.
Capítulo 1
Fundamentos Teóricos
1.1. Investigaciones en consumo energético del proceso de mo-
lienda y desgaste de cuerpos moledores
El análisis del movimiento de los cuerpos moledores en molinos data de la segunda déca-
da del siglo XX, cuando Davis (1919 [11]) calculó las trayectorias de una bola al interior
de un molino rotatorio, basado en un simple balance de fuerzas pero despreciando los
efectos de la fricción.
Este hecho, sumado a la complejidad del problema debido a la gran cantidad de partícu-
las (bolas y mineral) presentes durante el proceso, produjo resultados que fueron poco
satisfactorios, y sólo hasta la década de los 50 en el siglo XX, Rose y Sullivan (1958[12])
enfatizaron en la necesidad de considerar la fricción en los cálculos correspondientes.
Hasta la década del 90 el análisis del movimiento de la carga en molinos rotatorios se
limitaba a círculos de las trayectorias de una sola bola. No fue sino hasta la segunda
mitad de esta década que M.S. Powell y G.N. Nurick (1996 [13]) calcularon con buenos
resultados las trayectorias que deberían seguir los cuerpos moledores en un molino
rotatorio de bolas, mediante un modelo en el cual se hace uso del concepto de superficie
de equilibrio.
Los investigadores basaron su éxito en la definición correcta del centro de masa y el
centro de circulación de la carga. Con ello, es posible calcular el torque al cual la misma
es sometida en función de la fracción de velocidad crítica del molino. La importancia
de estudios como éste radica en el hecho de que el torque de la carga al interior del
molino determina la cantidad de energía disponible para la fractura de las partículas
de mineral y por lo tanto, el consumo de potencia.
Añadido a ésto, se sumaron nuevas herramientas al desarrollo teórico y constitutivo
del esfuerzo por entender la dinámica de los sistemas de molienda, las computadoras
digitales y el método de los elementos discretos DEM. El DEM se refiere a un esquema
numérico que permite rotaciones finitas y desplazamientos de cuerpos discretos que
interactuan con sus vecinos, por medio de leyes de contacto, donde se tiene en cuenta
9
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para los círculos, tanto la pérdida como el nacimiento de contactos.
El DEM fue desarrollado inicialmente por Cundall y Strack (1979 [14]) para ser aplicado
a partículas de materiales granulares bajo condiciones de carga dinámica. Esta técnica
se ha convertido en una alternativa a la mecánica del medio continuo en la modelación
de muchos sistemas físicos. Algunos resultados de esta técnica de simulación pueden
encontrarse en las publicaciones de B.K. Mishra (2003 [15],[16]).
En el primero de ellos, Mishra explica cómo, mediante el DEM, es posible también pre-
decir la distribución de tamaños de partícula producida por los impactos bola-mineral,
mediante un balance poblacional equivalente a la ya bien conocida “ecuación de la
molienda discontinua” (Austin y Concha Op.Cit.p71). Este balance de masa está de-
terminado por la expresión:
dMi(t)
dt
= −
N∑
k=1
λkmi,k
Mi(t)
H
+
N∑
k=1
N∑
j−1
λkmj,kbij,k
Mi(t)
H
(1.1)
Donde k es el número de impactos, N es el número de partículas, λk es el número de
colisiones por segundo, bij,k es la función de fractura basada en la energía y definida
como la fracción de partículas mj,k de tamaño j que se reportan en el tamaño i y
el término Mi(t)/H la fracción de masa instantánea de partículas de tamaño i en el
molino. Paul W. Cleary (2001 [17]) utilizó el DEM para estudiar los efectos de las
variables operacionales como la fracción de llenado de bolas y polvo, tipo y distribución
de tamaño de las bolas y polvo, fracción de velocidad crítica y diseño del revestimiento
interno en el consumo de potencia en un molino de bolas de 5m de diámetro.
De otro lado, este mismo investigador ha hecho uso del DEM para estudiar el movi-
miento de la carga en un molino semiautógeno de 600mm de diámetro y comparandolo
con fotografías que registran tal movimiento, en tiempo real (2003 [18]).
Recientemente, M.S. Powell junto con A.T. McBride (2004 [19]) refinó su modelo pro-
puesto en 1996 mediante el uso del DEM, dando lugar a una superficie que puede ser
derivada analíticamente de los datos posicionales de la carga del molino. Los resultados
de este trabajo son potencialmente interesantes para estimar el desgaste de los revesti-
mientos internos y de los medios moledores, en términos del impacto entre ellos, para lo
cual es útil estimar la velocidad de impacto, el valor absoluto de la fuerza en el punto
de impacto, el número de impactos, la probabilidad de ocurrencia de un impacto y los
puntos de máximo y medio impacto.
H. Dong y M.H. Moys (2001 [20], y 2003 [21]) desarrollaron técnicas para medir la
velocidad de las bolas y las propiedades de impacto entre bolas en molinos rotatorios.
Con ello es posible calcular las trayectorias en función de la fracción de velocidad crítica
a partir del análisis de imágenes.
Estas técnicas se convierten en una herramienta útil para calcular cantidades de interés
como la energía transferida durante un impacto y el coeficiente de restitución. Este
último da una medida de la disipación de energía en los procesos de colisión bola-pared
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y bola-bola en los molinos, lo cual constituye una variable de interés a la hora de estimar
el desgaste por impacto y un parámetro necesario en la simulación mediante el DEM,
como puede verse en las revisiones mencionadas con anterioridad (Mishra 2003 Op.Cit),
además de una reciente revisión realizada por N.S. Weerasekara et al .(2013 [22]).
En lo referente al desgaste de medios moledores se han encontrado trabajos como el
de Radziszewski .P. y Tarasiewucz .S. (1993 [23]), quienes, mediante un balance de
energía cinética al interior de un molino de bolas de acero alto en carbono y de acero
austenítico, lograron establecer, la tasa de desgaste de bolas y revestimientos:
m˙st/b = ρst
[tan θ
piHr
E˙grc +
P
3Hr
E˙cr +
P
3Hr
E˙tum
]
(1.2)
Donde m˙st/b es la tasa de desgaste de bolas en kg/s, ρst es la densidad de las bolas, θ
es un factor de abrasión (representación angular de un grano abrasivo cónico), Hr es la
dureza del material, P es la probabilidad de adhesión y E˙grc, E˙cr, E˙tum son las tasas de
energía cinética distribuidas en la carga de bolas en las zonas de abrasión e impacto al
interior del molino.
Un análisis sencillo de este modelo, indica que escribiéndola a manera de tasa de des-
gaste, esta ecuación toma la forma:
d(d)
dt
=
2pi
d2
[tan θ
piHr
E˙grc +
P
3Hr
E˙cr +
P
3Hr
E˙tum
]
=
k
d2
= kd−2 (1.3)
Donde k es una constante que involucra los parámetros θ, Hr,P , E˙grc, E˙cr y E˙tum. Ello
indicaría que las bolas más grandes se desgastan mucho más lentamente que las bolas
pequeñas, y por lo tanto, la cinética de desgaste no es la misma para diferentes tamaños
de bola.
Lo interesante de este modelo, es ver cómo se relaciona la dureza del material con su tasa
de desgaste, algo que no es muy común en la literatura. Además, según este estudio, la
tasa de consumo de energía cinética durante la fragmentación por abrasión permanece,
prácticamente constante y es independiente de la velocidad de rotación del molino y su
fracción de llenado, mientras que el consumo energético por impacto, aumenta con el
aumento de estas variables.
Más adelante, el mismo Radziszewski (2002 [24]) propuso una metodología para deter-
minar el desgaste global de medio moledores de acero mediante el uso del DEM.
Otros trabajos que hacen uso del DEM para identificar la incidencia de variables de
diseño y variables operacionales en el movimiento de la carga en molinos rotatorios
y el consumo de potencia de los mismos, pueden verse en las investigaciones de O.
Hlungwani, J, [25] Rikhotso, H. Dong, y M.H. Moys (Op.Cit. 2003), R.D. Morrison,[26]
y P.W. Cleary (Op.Cit. 2004 ) y N. Djordjevic, [27].
Como puede verse, el DEM se ha convertido en una herramienta muy útil para simular
el comportamiento de los medios moledores en molinos rotatorios, lo que ha permitido
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predecir las trayectorias de las partículas individuales, la distribución de las fuerzas de
contacto y las energías asociadas a las colisiones, el desgaste y el consumo de potencia.
Las investigaciones mencionadas hasta aquí y que corresponden a un punto de vista
puramente mecánico, son útiles para predecir el desgaste y la distribución de tamaños
de mineral al interior del molino, entre otras cosas. Sin embargo, en ninguno de ellos la
recarga de bolas aparece como un ítem de interés, lo que constituye un punto de vista
no muy conveniente para la ingeniería del proceso de molienda.
En este sentido, cobra interés una segunda clase de trabajos cuyo objetivo es la búsqueda
de leyes de cinética desgaste de cada medio moledor en particular, para optimizar el
consumo energético por desgaste a partir de balances de población.
La relación de tamaños de bola y de tamaños de partícula fue inicialmente modelada
por Bond (1952 Op.Cit. y 1961 [28]), quien, utilizando un criterio basado en la carac-
terización de la distribución de tamaños a la entrada de molino por un d80, desarrollo
ecuaciones que permiten seleccionar los tamaños de bola al inicio de la operación, pero
poco informan acerca del recarga a través del tiempo.
En la década del 80 la minería del cobre chilena dio importancia a la determinación
de leyes de cinética de desgaste de bolas de acero a fin de tener una idea de la recarga
utilizando balances de población. Tarifeño et al. (1984 [29]), utilizaron ensayos de bola
marcada, abrasión sobre lija (pin test) e impacto repetitivo sobre bolas de acero de 5′′
de diámetro en un molino semiautógeno, para determinar la tasa promedio de desgaste
de las bolas, en términos de la pérdida de masa.
En este caso se partió del supuesto de que la pérdida de masa de un cuerpo moledor
es proporcional al área superficial expuesta y que dicho proceso se desarrolla en estado
estacionario, es decir:
dW
dt
= kr2 (1.4)
Donde r es el radio de la bola, W es el peso de la bola en un instante t y k es la tasa
de desgaste másica. Como se vió con anterioridad, esto equivale a decir que el cambio
del tamaño de la bola en el tiempo es constante y por lo tanto el fenómeno obedece a
una cinética de orden cero.
Con ello, los investigadores determinaron que la masa de una bola en un proceso de
desgaste en estado estacionario es de la forma:
W =
Rpiρ2
3000m0k
(r4i − r4f ) (1.5)
Donde R es la tasa de recarga de bolas al molino en kg/h, ρ es la densidad de las bolas,
m0 es la masa inicial de la bola en kg y ri y rf son los radios inicial y final de la bola
respectivamente.
Los resultados de esta investigación mostraron una buena correlación entre los datos
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experimentales y la ley de desgaste determinada. Además, se encontró una fuerte de-
pendencia entre la tasa de desgaste y la recarga de bolas. Tarifeño et al. (1984 Op.Cit.).
Posteriormente, el mismo Tafireño (1987 [30]) midió la tasa de desgaste por abrasión
e infirió la tasa de desgaste por impacto de bolas de acero de diferentes marcas y
diferentes tamaños en un molino semiautógeno, utilizando ensayos de bola marcada
con trazador radiactivo. En todos los casos estudiados, la tasa de desgaste presentó
un comportamiento lineal, es decir, obedece a una cinética de orden cero. Aún hoy, la
cinética de desgaste de medios moledores se estima con base en teorías planteadas poco
antes de la segunda mitad del siglo XX, como puede evidenciarse en la publicación
de Sepúlveda (2004 [31]), donde se utiliza la teoría de desgaste lineal para calcular la
constante de velocidad específica de desgaste.
Como consecuencia de esta teoría, en cualquier instante t después de que el cuerpo
moledor se ha cargado al molino, su velocidad de pérdida de masa es directamente
proporcional a su área superficial expuesta a mecanismos de desgaste por abrasión o
corrosión. En otras palabras la velocidad de disminución de su diámetro es constante
en el tiempo, por lo tanto, el desgaste obedece a una cinética de orden cero.
Desde el punto de vista de las ecuaciones constitutivas de cinética de desgaste de bolas de
acero, el trabajo que constituye la punta del conocimiento es el realizado por Menacho
(1985 Op.Cit.). En su trabajo doctoral, Menacho obtuvo un modelo fenomenológico
de desgaste en molinos rotatorios a partir del balance de población planteado por la
ecuación de balance poblacional 2.13.
Con sus resultados fue posible describir la distribución de cuerpos moledores en molinos
continuos, operando en condiciones de estado transiente o estacionario, y desarrollar
un esquema de optimización del perfil de tamaño de cuerpos moledores, tendiendo a
maximizar la eficiencia de los circuitos industriales de molienda-clasificación.
Una de las dificultades más relevantes en la investigación del desgaste de cuerpos mo-
ledores es el hecho de que, como se mencionará en la sección 1.3, el desgaste global
es el resultado de mecanismos simultáneos, principalmente el impacto, la abrasión y
la corrosión. Por tal razón, es difícil, a escala de laboratorio, determinar con precisión
la contribución de cada uno de estos mecanismos al desgaste global y se hace crucial
realizar pruebas a escala industrial.
Problemas como estos se han comenzado a resolver por algunos investigadores. Tal
es el caso de Fiset et al. (1998 [32]) quienes construyeron un dispositivo a escala de
laboratorio que somete una probeta cilíndrica (extraída de las bolas) a un ensayo de
desgaste donde existen, simultáneamente, los fenómenos de impacto y abrasión. La
versatilidad de este dispositivo permite que el material con el cual la probeta se somete
a abrasión puede ser el mismo mineral que se está moliendo.
Un aporte significativo de este trabajo lo constituye el hecho de que mediante esta
técnica es posible establecer correlaciones lineales entre los ensayos de laboratorio y los
ensayos de bola marcada, las cuales son mejores cuando el abrasivo se humedece. En
este sentido, esta técnica se convierte en una alternativa más económica que el ensayo
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convencional de bolas marcadas, aunque aún no ha sido muy aceptado.
En las investigaciones han sido identificados trabajos que tienen dos puntos de vista
diferentes, pero cuyo fin es minimizar el consumo energético de la operación de molien-
da: trabajos con una perspectiva puramente mecánica y trabajos basados en balances
poblacionales.
Las investigaciones del primer tipo buscan simular el régimen de movimiento de la carga
de cuerpos moledores al interior del molino (velocidad, fuerzas de impacto, trayectorias,
puntos de impacto, etc.), y los diferentes tipos de interacción mecánica entre los medios
moledores, el mineral y las paredes del molino, a fin de ser relacionados con la eficiencia
energética del proceso y la contribución del desgaste de los cuerpos moledores y el
revestimiento interno con esta última.
Se puede concluir entonces que el estado del conocimiento, en lo referente al desgaste
de cuerpos moledores, tiene las siguientes características:
1. Actualmente, el estudio del desgaste de los medios moledores presenta dos en-
foques distintos, a saber: un enfoque puramente mecánico donde predomina la
simulación con herramientas tecnológicas disponibles en la actualidad, como el
método de elementos discretos (DEM), y un enfoque basado en el balance pobla-
cional, donde el interés es la determinación de ecuaciones constitutivas de desgaste
de cuerpos moledores, siendo este último enfoque el que constituye interés para
esta investigación.
2. El enfoque mecánico no relaciona el desgaste y la recarga de los medios moledores
con la cinética de fractura del mineral, lo cual no lo hace muy atractivo a la hora
de optimizar las plantas de beneficio de minerales, aunque desde el punto de vista
fenomenológico aporta gran conocimiento del proceso de molienda.
3. Los modelos de desgaste publicados hasta el momento sólo se aplican a fenómenos
de desgaste superficiales (abrasión y corrosión), debido a que experimentalmente
es muy difícil medir el desgaste por impacto y más aún, es difícil medir el efecto
combinado de los diferentes mecanismos de desgaste en el desgaste global.
4. El enfoque cinético ha centrado su atención en el desgaste de cuerpos moledores
de acero, sobre todo porque fenómenos como la corrosión, el astillamiento y el
rayado, aportan la mayor cantidad de desgaste en las plantas de beneficio que
utilizan este material como medio de moledor. Como puede verse, se ha aceptado
que el desgaste de las bolas de acero obedece a una cinética de orden cero.
1.2. La ecuación poblacional
Para hacer la deducción la ecuación fundamental se considera un conjunto de partículas
cuyo estado está definido por una función densidad poblacional Ψ(x, y, z, ξ1..., ξn, t),
donde x, y y z representan las coordenadas espaciales, t es el tiempo y ξ1, .ξ2..., ξn son
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n propiedades características del sistema. Así.Ψdxdydzdξ1...dξn = Ψd(d) es el número
de partículas contenidas en la región incremental del espacio de fase en el instante t.
Tal espacio tiene dimensión 4 y sus coordenadas están constituidas por las coordenadas
externas o espaciales y las coordenadas internas o de las propiedades características del
sistema particulado. Note que dxdydz es un elemento diferencial dV de volumen físico,
de modo que dG(t) = dV (t)d[(.t)] siendo dξ(t) = d(d(t)).
En cualquier instante t el estado de una partícula o conjunto de partículas similares, está
relacionado únicamente con su localización específica en el espacio de fase. De este modo,
el problema de caracterizar el comportamiento físico de un sistema de multipartículas,
se reduce al problema matemático de describir su trayectoria en dicho espacio de fase:
r(t) = [x(t), y(t), z(t), d(t)] (1.6)
La variación del vector r(t) en el tiempo está constituida por la velocidad espacial y la
velocidad de cambio de las propiedades d(t) en el tiempo:
d
dt
{r(t)} = [dx
dt
dy
dt
dz
dt
d(d(t))
dt
] (1.7)
El análisis anterior es aplicable a sistemas cuyas propiedades experimentan una evolu-
ción temporal continua, es decir, cuando las trayectorias r(t) son funciones continuas
en el tiempo. Sin embargo, en la práctica existen muchos casos de interés donde ocu-
rren eventos catastróficos involucrando cambios discretos de propiedades. Así, cuando
una partícula se fractura en el interior de un molino ocurre un evento instantáneo de
"muerte", ya que la partícula original no existe más. Al mismo tiempo ocurren al menos
2 eventos de "nacimiento"de los fragmentos resultantes. Al igual que el caso continuo,
se debe proporcionar alguna información a priori acerca de tales funciones discretas de
velocidad de nacimiento y muerte de la propiedad que se analiza. Estas funciones se
definen como sigue:
La función velocidad de nacimiento,A(x, y, z, d, t) es tal que:
Adx, dy, dz, d(d) = AdG(t) = número de partículas por unidad de tiempo que
aparecen en la región incremental dG(t) del espacio de fase en el instante t.
La función velocidad de muerte, M(x, y, z, d, t) es tal que:
Mdx, dy, dz, d(d) = MdG(t) = número de partículas por unidad de tiempo que
desaparecen de la región incremental dG(t) en el espacio de fase en el instante t.
Sobre la base de las funciones de densidad poblacional y velocidades de nacimiento y
muerte se puede ahora formular la ecuación de balance poblacional.
En una región de control arbitraria R(t) ε G(t), se puede establecer que:
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
velocidad de
variación del
número de
partículas en R(t)
 =

flujo neto de
partículas a
través de la
frontera de R(t)
+
 velocidad neta degeneración de
partículas en R(t)
 (1.8)
En forma matemática:
d
dt
∫
R(t)
ΨdR = −
∮
∂R(t)
J dS +
∫
R(t)
(A−M)dR (1.9)
Donde ∂R(t) es la frontera de R(t) y J es la densidad de flujo numérico total.
La velocidad de variación del número de partículas en R(t) está dada por:
d
dt
∫
R(t)
ΨdR =
d
dt
∫
d(t)
[∫
V (t)
ΨdV
]
d(d) (1.10)
El flujo numérico neto de partículas a través de la frontera R(t) es aquel que atraviesa
la superficie ∂V (t) que envuelve al volumen activo V (t) , sumado a través del espacio
de fase interno d(t):
∫
d(t)
[∮
∂V (t)
(J · n)ds
]
d(d) =
∮
∂R(t)
Jdx (1.11)
Esto se obtiene utilizando el teorema de la divergencia, donde dx = nds d(d)
La generación neta de partículas corresponde a:
∫
R(t)
(A−M)dR =
∫
d(t)
[∫
V (t)
(A−M)dV
]
d(d) (1.12)
Reemplazando 1.10,1.11 y 1.12 en 1.9, se tiene:
d
dt
∫
d(t)
[∫
V (t)
ΨdV
]
d(d) =
∫
d(t)
[
−
∮
∂V (t)
(J · n)ds
]
d(d) +
∫
d(t)
[∫
V (t)
(A−M)dV
]
d(d)
(1.13)
Se puede introducir el operador derivada dentro del primer signo integral del lado
izquierdo de 1.13, mediante uso de la regla de Leibnitz para diferenciación de integrales
definidas cuyos límites son variables en el tiempo. La prueba de la regla de laibnitz se
escribe a continuación
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Teorema 1.2.1. Sean I, J intervalos reales no triviales, con I compacto y J abierto.
Sea f : I × J −→ R una función tal que:
a) f(•, y) es integrable en I para todo y ∈ J
b) f(x, •) es derivable en J para todo x ∈ I.
Supongamos además que ∂f
∂y
es continua en I × J . Entonces:
a) ∂f
∂y
f(•, y) es integrable para todo y ∈ J
b)
∫
I
f(x, y)dx es derivable con derivada continua en J para todo x ∈ I.
Y se cumple la regla de derivación bajo la integral, d
dy
∫
I
f(x, y)dx =
∫
I
df
dy
(x, y)dx para
todo y ∈ J .
Observación. : todas las integrales que aparecen son en el sentido de Riemann. El
intervalo I , se eligió cerrado, porque la integral de Riemann está definida en intervalos
cerrados.
El intervalo J se eligió abierto para evitar preocuparse de la derivada en los extremos.
Demostración. Sea y ∈ J fijo. Demostremos que existe el límite de la derivada en y de
la función
∫
I
f(x, y)dx, es decir, l´ımh→0(
∫
I
f(x, y+h)dx
∫
I
f(x, y)dx) = d
dy
∫
I
f(x, y)dx y
que este límite es:
∫
I
∂f
∂y
(x, y)dx. Sea  > 0. Tomemos un d > 0 suficientemente pequeño
de manera que [y − d, y + d] ⊆ J por hipótesis ∂f
∂y
es continua en I × J y por tanto
continua en I× [y−d, y+d] y como I× [y−d, y+d] es cerrado entonces por el teorema
5, ∂f
∂y
es uniformemente continua en I × [y − d, y + d], así podemos elegir un 0 < δ 6= d
tal que | ∂f
∂y
(x, y1) − ∂f∂y (x, y2) |≤ |I| para todo x ∈ I, para todo y1, Y2 ∈ [y − d, y + d]
tales que | y1 − y2 |≤ δ.(∗)
Tomemos ahora cualquier h ∈ R con |h| ≤ δ, h 6= 0. El teorema del valor medio asegura
que para cada x ∈ I hay un cierto yx en el intervalo delimitado por x y y + h tal que
1
h
(f(x, y + h) − f(x, y)) = ∂f
∂y
(x, yx). Esto nos permite probar que el límite que define
la derivada de f con respecto a y es uniforme | 1
h
(f(x, y + h) − f(x, y)) − ∂f
∂y
(x, y) |=|
∂f
∂y
(x, yx)− ∂f∂y (x, y) |≤ |I| .
Entonces, como ∂f
∂y
es también integrable en I (ya que es continua), estamos en condición
de probar que el límite de la derivada en y de la función
∫
I
f(x, y)dx existe y es el
esperado
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| 1
h
(∫
I
(f(x, y + h)−
∫
I
f(x, y)dx
)
−
∫
I
∂f
∂y
(x, y) |
=|
∫
I
(
1
h
(f(x, y + h)dx− f(x, y))− ∂f
∂y
(x, y)
)
dx |
≤
∫
I
|
(
1
h
(f(x, y + h)dx− f(x, y))− ∂f
∂y
(x, y)
)
| dx
=
∫
I
|
(
∂f
∂y
(x, yx)− ∂f
∂y
(x, y)
)
|≤
∫
I

| I |dx = .
Que es precisamente la derivada de
∫
I
f(x, y)dx por medio de la definición de límite.
Con esto tenemos que d
dy
∫
I
f(x, y)dx =
∫
I
∂f
∂y
(x, y)dx. Falta comprobar que la derivada
es continua. Sea y ∈ J cualquiera, y dado  > 0 elijamos d, δ > 0 igual que en (∗).
Entonces para h ∈ R,|h| < δ, por teorema 7. | ∫
I
∂f
∂y
(x, y)dx − ∫
I
∂f
∂y
(x, y + h)dx| ≤∫
I
|∂f
∂y
(x, y)− ∂f
∂y
(x, y + h)|dx ≤ ∫
I

|I|dx = ,luego la derivada es continua.
Lema 1.2.1. Sean I, J intervalos reales no triviales, con I cerrado y J abierto. Sea
f : I × J −→ R una función continua tal que f(x, •) es derivable en J para todo x ∈ I.
Supongamos además que ∂f
∂y
es continua en I×J . Fijemos to ∈ I. Entonces, la función:
G : I × J −→ R
(t, y) −→ ∫ t
t0
f(x, y)dx Es derivable en cualquier punto del interior de I × J .
Demostración. Calculemos las derivadas parciales de G y veamos que son continuas;
entonces, por teorema 8 G sería diferenciable en los puntos anterior. El teorema fun-
damental del cálculo dice que para (t, λ) ∈ I × J , d
dt
∫ t
t0
f(x, y)dx = f(t, y) la cual es
una función continua. De otro lado, la función f está en las hipótesis del teorema 1.2.1
en cualquier conjunto [t0, t]× J con t ∈ I, luego G tiene derivada parcial con respecto
a y así: d
dy
∫ t
t0
f(x, y)dx =
∫ t
t0
∂f
∂y
f(x, y)dx (Observar que se cumple sin importar si t es
mayor o menor que t0). Veamos que esta función es continua en I×J . Sea (t, y) ∈ I×J ,
y  > 0.
Elijamos δ > 0 tal que [y − δ, y + δ] ⊆ J y para todo h con | h |< δ, ∫
I
|∂f
∂y
(x, y)dx −
∂f
∂y
(x, y + h)|dx < 
2
(Sabemos que esto puede hacerse, ver final de la demostración del
teorema 1.2.1). Por teorema 9. Elijamos también una cota M > 0 de ∂f
∂y
en el cerrado
I×[y−δ, y+δ] veamos por teorema 7 que en efecto ∫ t
t0
∂f
∂y
(x, y)dx es continua. Entonces,
para h1, h2 ∈ R tales que |h1| ≤ 2M , |h2| ≤ δ.
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|
∫ t
t0
∂f
∂y
(x, y)dx−
∫ t
t0
∂f
∂y
(x+ h1, y + h2)dx| =|
∫ t
t0
∂f
∂y
(x, y)dx−
∫ t−h1
t0
∂f
∂y
(x, y + h2)dx|
=|
∫ t
t0
∂f
∂y
(x, y)dx−
(∫ t
t0
∂f
∂y
(x, y + h2)dx+
∫ t−h1
t0
∂f
∂y
(x, y + h2)dx
)
|
=|
∫ t
t0
(
∂f
∂y
(x, y)dx− ∂f
∂y
(x, y + h2)
)
+
∫ t
t−h1
∂f
∂y
(x, y + h2)dx|
≤
∫ t
t0
|∂f
∂y
(x, y)dx− ∂f
∂y
(x, y + h2)|dx+ |
∫ t
t−h1
∂f
∂y
(x, y + h2)dx|
≤
∫
I
|∂f
∂y
(x, y)dx− ∂f
∂y
(x, y + h2)|dx+ |h1|M ≤ 
2
+

2
= 
Corolario 1.2.1. (regla de derivación de Leibnitz). Sean I,J intervalos reales no tri-
viales, con I cerrado y J abierto. Sea f : I×J −→ R una función continua en I×J tal
que f(x, •) es derivable en J para todo x ∈ I supongamos además que ∂f
∂y
es continua
en I × J . Sea t0 ∈ I y g : J −→ I una función derivable. Entonces,
a)∂f
∂y
(•, y) es integrable para todo y ∈ J
b)
∫ g(y)
t0
f(x, y)dx es derivable en J para todo x ∈ J y se cumple la regla de derivación
de leibnitz, d
dy
∫ g(y)
t0
f(x, y)dx = f(g(y), y)g′(y) +
∫ g(y)
t0
∂f
∂y
(x, y)dx par todo y ∈ J
Demostración. Sea H = G ◦ F : J −→ R
y −→ ∫ g(y)
t0
f(x, y)dx
Luego derivando H con la regla de la cadena se tiene: H ′(y) = G′(f(y)) · F ′(y)
d
dy
∫ g(y)
t0
f(x, y)dx =
[
f(g(y), y)
∫ g(y)
t0
∂f
∂y
(x, y)dx
][
g′(y)
1
]
d
dy
∫ g(y)
t0
f(x, y)dx = f(g(y), y)g′(y)+∫ g(y)
t0
∂f
∂y
(x, y)dx
Corolario 1.2.2. (regla de derivación de Leibnitz). Sean I,J intervalos reales no tri-
viales, con I cerrado y J abierto. Sea f : I×J −→ R una función continua en I×J tal
que f(x, •) es derivable en J para todo x ∈ I supongamos además que ∂f
∂y
es continua
en I × J . Sean h, g : J −→ I una función derivable. Entonces,
a)∂f
∂y
(•, y) es integrable para todo y ∈ J
b)
∫ g(y)
h(y)
f(x, y)dx es derivable en J para todo x ∈ J y se cumple la regla de derivación
de leibnitz, d
dy
∫ g(y)
t0
f(x, y)dx =
∫ g(y)
h(y)
∂f(x,y)
∂y
dx+ f(g(y), y)g′(y)− f(h(x), y) · h′(y)
=
∫ g(y)
h(y)
{
∂f(x,y)dx
∂y
+ d
dx
[
d
dx
f(x, y)
]}
dx
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Demostración. d
dy
∫ g(y)
h(y)
f(x, y)dx
= d
dy
[ ∫ g(y)
h(y)
f(x, y)dx+
∫ g(x)
t0
f(x, y)dx
]
= d
dy
[
− ∫ h(y)
t0
f(x, y)dx+
∫ g(y)
t0
f(x, y)dx
]
por el corolario anterior se tiene:
−
(
f(h(y), y) · h′(y) + ∫ h(y)
t0
∂f
∂y
(x, y)dx
)
+
(
f(g(y), y) · g′(y) + ∫ g(y)
t0
∂f
∂y
(x, y)dx
)
= d
dy
∫ g(y)
h(y)
f(x, y)dx+ f(g(y), y)g′(y) · g′(y)− f(h(y), y) · h′(y)
El lado izquierdo de la ecuación 1.13 por la regla de leibnitz queda así:
d
dt
∫
d(t)
[∫
V (t)
ΨdV
]
d(d) =
∫
d(t)
[
d
dt
{∫
V (t)
ΨdV
}
+
d
d(d)
{(∫
V (t)
ΨdV
)(
d(d)
dt
)}]
d(d)
(1.14)
Reemplazo 1.14 en 1.13 y reordenando de modo de colocar todos los términos bajo un
solo signo integral:
∫
d(t)
[
d
dt
{∫
V (t)
ΨdV
}
+
d
d(d)
{(∫
V (t)
ΨdV
)(
d(d)
dt
)}
+
∮
∂V (t)
(J ·n)ds−
∫
V (t)
(A−M)dV
]
d(d) = 0
(1.15)
Como la región de control del subespacio de coordenadas internas d(t) se eligió arbitra-
riamente, una condición suficiente para que se satisfaga 1.15 es que el integrando sea
nulo, es decir:
d
dt
{∫
V (t)
ΨdV
}
+
d
d(d)
{(∫
V (t)
ΨdV
)(
d(d)
dt
)}
+
∮
∂V (t)
(J ·n)ds−
∫
V (t)
(A−M)dV = 0
(1.16)
Esta última ecuación constituye una forma general del balance macroscópico de pobla-
ción, donde la propiedad Ψ está integrada de V (t).
El flujo numérico neto de partículas que atraviesan la frontera de V (t) puede separarse
en una componente convectiva, esto es, asociada al movimiento y en otros flujos. Usando
para estos últimos la nomenclatura JD , entonces:∮
∂V (t)
(J · n)ds =
∮
∂V (t)
Ψ(v − w) · nds+
∫
∂V (t)
(JD · n)ds (1.17)
Donde v es la velocidad de las partículas contenidas en el volumen de control V (t) , la
frontera del cual, a su vez, se mueve con velocidad w . Si se considera un volumen del
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control con una entrada y una salida por la cual puede pasar el flujo convectivo de la
propiedad Ψ, entonces:∮
∂V (t)
Ψ(v − w) · nds = −
∫
A1(t)
Ψv1ds+
∫
A0(t)
Ψv0ds (1.18)
Donde:
A1(t) = área de entrada al volumen V (t)
A0(t) = área de salida del volumen V (t)
−V1 = (v − w) · n en A1(t)
−V0 = (v − w) · n en A0(t)
Definiendo las magnitudes promedio del sistema:
A =
1
V (t)
∫
V (t)
AdV (1.19)
M =
1
V (t)
∫
V (t)
MdV (1.20)
Ψ =
1
V (t)
∫
V (t)
ΨdV (1.21)
Ψ1 =
∫
A1(t)
Ψv1ds∫
A1(t)
v1ds
=
∫
A1(t)
Ψv1ds
Q1(t)
(1.22)
Ψ0 =
∫
A0(t)
Ψv0ds∫
A0(t)
v0ds
=
∫
A0(t)
Ψv0ds
Q0(t)
(1.23)
JD =
1
s(t)
∮
s(t)
JD · nds (1.24)
Donde s(t) es la frontera ∂V (t).
Reemplazando las ecuaciones 1.17 a la 1.24 en 1.16 y reordenando se obtiene:
∂
∂t
{
V (t)Ψ
}
= Q1(t)Ψ1 −Q0(t)Ψ0 − JDs(t)− d
d(d)
{
V (t)Ψ
d(d)
dt
}
+ V (t)
{
A−M
}
(1.25)
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En 1.25 se ha reemplazando la derivada total por la derivada espacial ya que la función
Ψ no tiene distribución espacial.
Esta última relación es la forma final de la ecuación de balance macroscópico para la
densidad poblacional de entidades particuladas en un volumen de control V (t), ence-
rrado por una superficie s(t) y provisto de una entrada y una salida de áreas A1(t) y
A0(t) , respectivamente.
En la formulación anterior se puede representar la evolución temporal de la distribu-
ción de cualquier propiedad extensiva de interés, previa especificación de la cinética de
cambio de dicha propiedad para las entidades particuladas individuales.
1.3. Modelo fenomenológico del desgaste de cuerpos moledores
El consumo de medios moledores, y en partícular de bolas, ha sido estudiado desde una
visión fenomenológica (Menacho 1985 Op.Cit., Lynch, etc). Y a continuación se pretende
formalizar matemáticamente, algunos de los pasos para la obtención del modelo de
balance aplicado al proceso de desgaste de bolas en un molino rotatorio convencional.
Modelo general
La aplicación de la ecuación 1.25 al desgaste de bolas en un molino rotatorio involucra
las siguientes consideraciones:
1. La fractura de bolas u otro evento catastrófico es despreciable dentro del molino:
A = M = 0 (1.26)
2. No hay flujo difusivo de las bolas a través de la superficie s(t) de V(t):
JD = 0 (1.27)
3. El volumen de control V (T ) es el volumen de VB(t) de la carga de bolas en el
molino
V (t) = VB(t) (1.28)
Reemplazando 1.26 a 1.28 en 1.25 se obtiene:
∂
∂t
{
VB(t)Ψ
}
= Q1(t)Ψ1 −Q0(t)Ψ0 − ∂
∂d
{
VB(t)Ψ
d(d)
dt
}
(1.29)
Definiendo las siguientes variables extensivas:
N(d, t) = VB(t)Ψ(d, t) (1.30)
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φI(d, t) = Q1(t)Ψ1(d, t);φ0(d, t) = Q0(t)Ψ0(d, t) (1.31)
Definiendo además:
d(d)
dt
= g(d); con g(d)〈0 (1.32)
Reemplazando 1.30, 1.31 y 1.32 en 1.29 y reordenando se llega a:
∂N(d, t)
at
+
∂
∂d
{N(d, t)g(d)} = φI(d, t)− φ0(d, t) (1.33)
Donde N(d, t)d(d) es el número de bolas con tamaño entre d y d + (d) en la carga de
bolas en el instante t.
φI(d, t)d(d) y φ0(d, t)d(d) son los números de bolas con tamaño entre d y d+ d(d) que
entran y salen de la carga de bolas por unidad de tiempo, respectivamente. g(d) es la
velocidad de desgaste de una bolsa de diámetro d.
La ecuación 1.33 representa una forma general del balance macroscópico de población
aplicado al desgaste de bolas en un molino rotatorio. La figura 1.1 muestra la interpre-
tacion fisica del balance expresado en la ecuacion 1.33
Previo a su resolución bajo condiciones inicial y de contorno adecuadas, se debe esta-
blecer una ecuación constitutiva para g(d) y se debe explicitar la forma funcional de
φI(d, t) y φ0(d, t).
Forma explícita del modelo de desgaste de bolas
El tipo de ecuación diferencial que resulte como modelo está supeditado a la forma de
la función g si ésta dependiera de N , la ecuación 1.33 se haría no lineal y aparecerían
varias complicaciones en su resolución.
De la discusión presentada en el capítulo 1.2 se desprende que los mecanismos principales
de desgaste de cuerpo moledores son la abrasión, el impacto y la corrosión-erosión, todos
ellos influenciados por la existencia de gradientes de dureza y distribución radial de
macro y microconstituyentes. A continuación se describen matemáticamente los casos
de mayor interés.
Abrasión pura en bolas con desgaste isotrópico.
En el caso de abrasión pura con desgaste isotrópico, la pérdida de masa ocurre por
micromecanizado y rayado de superficies y es un fenómeno netamente superficial que
no provoca solicitaciones apreciables al anterior de la bola. La velocidad de pérdida de
masa dw(d)
dt
, es directamente proporcional al área superficial a(d) de una bola de tamaño
d:
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Figura 1.1: Balance de cuerpos moledores en un molino rotatorio. [ Menacho Jorge, Jofré Javier
y Zivkovic Yandranka, 1995 ].
dw(d)
dt
= RApid
2;RA < 0 (1.34)
Donde RA es la constante cinética de desgaste por abrasión pura, la que depende de
la abrasividad de la pulpa y de características físicas de las bolas tales como dureza y
macro y microestructura, entre otras. Recordando que:
dw(d)
dt
=
dw(d)
d(d)
d(d)
dt
(1.35)
w(d) = p
pi
6
d3 (1.36)
Combinando 1.35 y 1.36 resulta:
dw(d)
dt
=
1
2
ppid2g(d) (1.37)
Igualando las ecuaciones 1.34 y 1.37 se obtiene:
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g(d) =
d(d)
dt
= αA;αA =
2RA
ρ
(1.38)
Luego, decir que la velocidad de pérdida de masa de una bola es directamente pro-
porcional al área superficial es equivalente a decir que la velocidad de disminución de
su diámetro es constante en el tiempo. Este comportamiento, conocido como cinética
de desgaste de orden cero, se ilustra en la figura 1.2 donde se muestran resultados ex-
perimentales obtenidos en molinos industriales chilenos. Las velocidades específicas de
desgaste αA, comúnmente llamadas tasas de desgaste, corresponden a las pendientes de
las respectivas relacionadas lineales.
Figura 1.2: La cinética de orden cero en molinos industriales chilenos [Menacho .M. Jorge,1985.]
En la figura 1.2, se puede apreciar diferentes pruebas de bolas marcadas, en donde las
curvas 1,2 y 3 fueron obtenidas en ensayos con un molino de bolas Marcy de 12x 16
pulgadas con 3 tipos de diferentes marcas de bolas y la curva 4 corresponde a datos
obtenidos en un molino de bolas Marcy de 9:5X12 pulgadas . En ambos molinos la
descarga es con parrilla de de 0:75 pulgadas de abertura nominal.
Impacto puro en bolas con desgaste isotrópico
En el caso de solicitaciones de impacto puro, la disminución de masa ocurre por micro-
fractura. La velocidad de pérdida de esta masa es directamente proporcional a la fuerza
de impacto la cual, para condiciones dadas de operación, depende solamente del peso
de las bolas y por lo tanto de su masa. Matemáticamente:
dw(d)
dt
= R1w(d) = R1ρ
pi
6
d3;R1 < 0 (1.39)
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Donde R1 es la constante cinética de desgaste por impacto, la cual depende de la fluidez
de la pulpa dentro del molino, tamaño y densidad de las bolas, porcentaje de velocidad
crítica de giro del molino y resistencia de las bolas al impacto, entre otras variables.
Igualando 1.37 y 1.39 resulta:
dw(d)
dt
α1d;α1 =
R1
3
(1.40)
Corrosión - erosión pura en bolas con desgaste isotrópico
En el caso de corrosión - erosión el desgaste es nuevamente un proceso que sólo com-
promete a la superficie de las bolas.
No obstante, se diferencia de la abrasión pura en que la constante cinética de desgaste
Rc es ahora una función de las condiciones electroquímicas del medio; en efecto, la
velocidad de pérdida de masa está regida por la ley de Faraday:
dw(d)
dt
=
Mw1c
cF
=
Mwic
eF
a(d) = Rca(d) (1.41)
Donde Mw es el peso atómico de elemento que se oxida, Fe en este caso; c es el número
de electrones transferidos por átomo de Fe que se oxida, F es la constante de Faraday
(96500cb) e Ic , ic son la intensidad y densidad de corriente generada por la corrosión
de las bolas según (50), (51):
Fe = Fe2+ + 2e−
Fe2+ + 2OH− = Fe(OH)2, E0 = −0.887volts
Fe+ 20H− = Fe(OH)2 + 2e−
Y por la reducción catódica del oxígeno de la pulpa:
O2 + 2H2O + e
− = 40H−, E0 = 0.401volts
La densidad de corriente de corrosión está ligada el potencial mixto EM , acidez o pH ,
presión del oxígeno disuelto pO2 y actividad de otras especies presentes cj , susceptibles
de oxidar al fierro metálico de las bolas.
Combinando 1.41 con 1.37 se obtiene:
g(d) =
d(d)
dt
= ae; ae =
2Mwic(EM , pH, pO2, cj)
ceF
(1.42)
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Para condiciones dadas de operación, 1.42 es formalmente idéntica a 1.38. La diferen-
cia radica en que normalmente | ae |>>| aA |. La dependencia de ie con las variables
independientes señaladas antes, obedece a modelos electroquímicos cinéticos bien es-
tablecidos. Debido al rol preponderante de la corrosión en los consumos de acero en
molienda húmeda de menas, recientemente se ha iniciado el estudio de este fenómeno
en forma separada al presente trabajo y con el propósito final de explorar alternativas
de protección a la corrosión electroquímica.
Desgaste por mecanismo único con distribución radial de dureza y de microcons-
tituyentes
Las velocidades específicas de desgaste por mecanismo único, con distribución radial de
dureza y de microconstituyentes, son funciones del diámetro de las bolas y para ellas
rigen las siguientes relaciones:
Abrasión pura: g(d) = αA(d) (1.43)
Impacto puro: g(d) = αI(d)d (1.44)
Corrosión - erosión pura: g(d) = αc(d)d (1.45)
Del trabajo de numerosos autores, Menacho. Jorge, [4], Austin .G. Leonard, Concha
Fernando,[4], se desprende que las relaciones α(d) pueden ser bien representadas por
funciones de potencia de d . Ello significa que cualquiera de las 3 ecuaciones precedentes
se puede escribir como:
g(d) = αdβ (1.46)
Donde α y β son parámetros independientes del diámetro d de las bolas. Note que todas
las expresiones cinéticas derivadas antes son casos particulares de 1.46, que formalmente
representa una cinética de desgaste de orden con respecto al diámetro d de las bolas.
Desgaste por mecanismos simultáneos con posible distribución radial de dureza y
de microconstituyentes
En el caso de desgaste por mecanismos simultáneos con posible distribución radial de
dureza y de microestructura, hay U ′ mecanismos paralelos de desgaste, cada uno de los
cuales obedece a la expresión 1.46. Para el conjunto rige la relación:
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g(d) =
u′∑
j=1
αjd
βj (1.47)
El uso de la ecuación de control mixto está limitado por la dificultad de determinar la
contribución individual de cada mecanismo en la operación de molinos industriales.
Por otro lado, la ecuación 1.46 permite, en muchos casos, una buena aproximación a la
función de control mixto. Sin embargo, para efectos prácticos una solución asintótica
considerando solamente el efecto de desgaste más importante genera una buena aproxi-
mación y por ello es prácticamente suficiente considerar un sólo mecanismo controlante
en la interpretación de datos cinéticos de desgaste de bolas a nivel industrial y utilizar
la ecuación constitutiva final 1.46.
Los flujos de entrada y de salida de bolas
Puesto que el desgaste de bolas en un molino rotatorio es un proceso muy lento, la
práctica industrial de cargar bolas una vez por día o por turno, puede considerarse
continua en relación a los largos intervalos de tiempo involucrados en el proceso. Por
otra parte, en los molinos se carga bolas de un número limitado de tamaños y la descarga
o rechazo de bolas se distribuye estrechamente en torno a un solo tamaño característico.
La figura 3.2 muestra la frecuencia másica relativa mj3(d) de bolas en la entrada y salida
de un molino industrial de parrilla.
Figura 1.3: Distribuciones de tamaño de bolas de alimentación y descarga
Molino Marcy de 12.5′ ∗ 16′ , 0.75 pulgadas [tomado de Menacho .M. Jorge.1985.]
Según lo expuesto, el flujo de entrada de bolas al molino puede representarse por una
suma de varios impulsos en los tamaños dR, r = 1, 2, ..., k y aproximadamente inde-
pendiente del tiempo. Esto último se justifica porque en las operaciones industriales se
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suele reponer una masa diaria de bolas prácticamente constante. La aplicación de una
nueva recarga genera un transiente en el perfil de tamaño y nivel de llenado de bolas,
cuya magnitud depende de la diferencia entre el estado estacionario inicial y el estado
estacionario final correspondiente al modo de operación elegido. Según lo anterior, el
flujo φ1(d, t) de entrada de bolas es:
φI(d, t) = φI
k∑
R−1
m10(d)δ(d− dR) (1.48)
Donde φ1 es el número total de bolas en la entrada por unidad de tiempo, m10(d) es la
frecuencia numérica relativa de tamaño de bolas en la entrada y δ es la función Delta
Dirac definida según:
δ(d− dR) = 0 para d 6= dR (1.49)
∫ ∞
−∞
δ(d− dR)d(d) = 1 (1.50)
Y los dR son los tamaños de las bolas alimentadas al molino.
El flujo de descarga de bolas de aproximadamente un solo tamaño d0 , luego el término
φ0(d, t) puede también expresarse a través de una función Delta Dirac en la forma:
φ0(d, t) = Φ0m
0
0(d)δ(d− d0) (1.51)
Donde φ0(t) es el flujo numérico de bolas a la salida, m00(d) es la frecuencia numérica
relativa, que en este caso es 1 para d = d0 . En las ecuaciones 1.48 y 1.51 la función
Delta Dirac tiene dimensiones de L−1.
Forma explícita del modelo de desgaste de bolas
Introduciendo 1.48 y 1.51 en 1.33 se obtiene una forma manejable del modelo de desgaste
de bolas:
∂N(d, t)
∂t
+
∂
∂d
{N(d, t)g(d)} = φI
k∑
R=1
mIo(d)δ(d− dR)− φ0m00(d)δ(d− d0) (1.52)
Sujeta a la condición inicial y de contorno:
N(d, 0) = N0(d) (1.53)
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N(d0, t) = 0 (1.54)
Donde g(d) corresponde a alguna de las expresiones cinéticas propuestas antes.
Al aplicar la condición de contorno 1.54 a la ecuación 1.52 se obtiene:
Como N(d0, t) = 0 tenemos en 1.52
∂N
* 0
(d0, t)
∂t
+
∂
∂d
{N :0(d0, t)g(d)} = φI
k∑
R=1
mIo(d)
:0
δ(d0 − dk)− φ0m00(d)δ(d0 − d0)
Porque δ(d0 − dk) = 0 si d 6= dk, por tanto φ0(t) = 0
∂N(d, t)
∂t
+
∂
∂d
{N(d, t)g(d)} = φI
k∑
R=1
mIo(d)δ(d− dR) (1.55)
Ecuación que señala que las bolas abandonan instantáneamente el molino al alcanzar
el tamaño d0 y que para los tamaños superiores no existe flujo de salida de bolas. Lo
primero es discutible pudiendo establecerse una condición de salida alternativa en que
por ejemplo el flujo de salida de las bolas de tamaño d0 sea proporcional a su frecuencia
en el molino. Lo segundo es estrictamente correcto debido al efecto de clasificación de
la parrilla de descarga.
1.4. Forma explícita del modelo 2
El modelo anterior (modelo 1) y el nuevo modelo (modelo 2) difieren en la descripción
del mecanismo de descarga. Según Menacho y Concha [13,14] existe un tamaño dmin
a la cual las bolas dejan el molino. Bolas de este tamaño se extraen a la velocidad de
descarga QD(t) ≥ tal que
qD(d, t, u) = QD(t)δ(d− dmin) (1.56)
Ahora determinamos una solución exacta para el Modelo 1 por el principio de Duhamel
[23] es decir, a 1.56 con condición inicial. Usando el método de las características para
el problema homogéneo
∂u
∂t
+
∂
∂d
(g(d)u) = 0, u(d, 0) = u0(d)
se obtiene la solución homogénea
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uH(d, t) =
g(ξ(d, t))
g(d)
u0(ξ(d, t)).
donde ξ(d, t) es la ecuación característica que se intersecta a través de (d, t) con el
eje d. Una fórmula explícita para ξ(d, t) cuando g(d) viene dada por g(d) = α
( d
d0
)β
,
0 ≤ β ≤ 1, α < 0:
ξ(d, t) =

d exp(−αt/d0) para β = 1[
x1−β − α
dβ0
(1− β)
] 1
1−β para β < 1
(1.57)
Tenga en cuenta que ξ(d, 0) = x y ξ(d, t) para t > 0 donde el flujo de característicases
de derecha a la izquierda en el plano d − t. Para el problema no homogéneo con lado
derecho R(d, t), es decir,
∂u
∂t
+
∂
∂d
(g(d)u) = R(d, t), u(d, 0) = u0(d),
Aplicando el principio de Duhamel [23] se tiene:
u(d, t) = uH(d, t) +
t∫
0
g(ξ(d, t− s))
g(d)
R(ξ(d, t− s), s) ds
Cuando R = R(d), es posible simplificar la porción no homogénea de la solución hacien-
do un cambio de variables. Hacemos σ = ξ(d, t − s) y después de un poco de álgebra,
se tiene que ds = dσ/g(σ). La solución se reduce a:
u(d, t) = uH(d, t)− 1
g(d)
ξ(d,t)∫
d
R(σ) dσ = uH(d, t) +
1
g(d)
d∫
ξ(d,t)
R(σ) dσ
Donde el lado derecho R tiene la siguiente forma específica
R(d) = QF
p∑
k=1
mKF δ(d− dk)−QDδ(d− dmin).
que corresponde a la elección de alimentación constante y la descarga tasas de QF y
QD en el Modelo 1,la solución finalmente resulta ser:
R(d, t) = uH(x, t)− 1
g(x)
[
QF
p∑
k=1
mKF χ[d, ξ(d, t)](d
k)−QDχ[d, ξ(d, t)](dmin)
]
(1.58)
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Donde
χ[a,b](d) =

1 si d ∈ [a, b], a ≤ b
−1 si d ∈ [b, a], b ≤ a
0 en otro caso
(1.59)
denota la función característica de el intervalo [a, b]. Note que 1.57 deflne una función
que es en general discontinua a través de la linea d = d1, . . . , dp, dmin y la curva t 7→
(χ(dk, t), t), k = 1, . . . , p y t 7→ (ξ(χmin, t), t). Por consiguiente 1.57 no satisface el
modelo1, en un sentido puntual, esta función es una solución débil.
El modelo 1 ha resuelto con éxito algunos problemas de ingeniería, pero tiene un defecto
que se presenta en 1.57. Es decir, la velocidad de descarga de las bolas en un punto de
tiempo dado no implica la solución u.
El modelo 1 puedo ser mejorado si se introduce otro concepto para el mecanismo de des-
carga de las bolas de una manera diferente. En lugar de asumir que existe un mecanismo
de descarga que asume que las bolas salen instantáneamente en un cierto tamaño ds, el
cual no es lo suficientemente realista y dificulta su implementación, se considera mejor,
que las bolas de tamaño d ≤ ds, salen automáticamente en todo tiempo a través de la
parrilla de descarga, de diámetro ds. Este efecto de selección, puede ser considerado,
si hacemos un cambio en forma del término del mecanismo de descarga y reescribimos
la ecuación de forma integral. Entonces tenemos, primero sin la parrilla de descarga y
consideremos da, db 6= d1, . . . , dp,
n(da, db, t+ ∆t)− n(da, db, t) = −
t+∆t∫
t
(g(db)u(db, τ)− g(da)u(dda, τ))dτ
+
p∑
k=1,da<dk<db
mKF
t+∆t∫
t
QF (τ)dτ (1.60)
El diámetro de la parrilla de descarga no tiene sentido si da > ds. Sin embargo, asu-
miremos que la acción del cernidor está también asociado con una función de control
tiempo-dependiente Qs(t). La cantidad total de bolas de tamaño entre da y db que
atraviesan la parrilla en el intervalo de tiempo [t, t+ ∆t] está dado por
n(da, db, t+ ∆t) =
t+∆t∫
t
db∫
da
Qs(τ)χ[0,ds](ξ)u(ξ, τ)dξdτ
Esta cantidad tiene que ser sustraída del lado derecho de la ec. 1.60 para modelar ade-
cuadamente la acción dela parrilla de descarga. Así el término alternativo de descarga
es:
qD(d, t, u) = Qs(t)χ[0,ds](d)u(d, t) (1.61)
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Observe que la ecuación del modelo 1 en conjunción con 1.61 es cuasilineal, pero un
poco más complicado que la ecuación para el modelo 1, ya que el término sumidero
depende ahora de la solución u. Reescribimos la ecuación gobernada para el modelo 2
así.
∂u
∂t
+
∂
∂d
(
g(d)u(d, t)−QF (t)
p∑
k=1
mKFH(d− dk)
)
= −Qs(t)χ[0,ds](d)u(d, t) (1.62)
Limitaremos el análisis fuerte a ese caso. Debemos esperar que, a diferencia del modelo
l, el modelo 2 produce sólamente soluciones no negativas.
1.5. Solución exacta del modelo 2
Para simplificar el análisis, asumiremos que los coeficientes son independientes del tiem-
po, y simplificaremos la notación para el término cernidor establecido por:
b(d) := −Qsχ[0,ds](x) (1.63)
Usando el método de las características para resolver el problema homogéneo:
∂u
∂t
+
∂
∂d
(g(d)u)− b(d)u = 0, u(d, 0) = u0(d)
Obtenemos la solución homogénea
uH(d, t) =
g(ξ)
g(d)
µ0(ξ)
( d∫
ξ
b(s)
g(s)
ds
)
Donde ξ(d, t) es dada por 1.57 si g(d) está definida por g(d) = α
( d
d0
)β
, 0 ≤ β ≤ 1,
α < 0
Para el problema no homogéneo con un tiempo independiente en el lado derecho R(d),
es decir:
∂u
∂t
+
∂
∂d
(g(d)u)− b(d)u = R(d), u(d, 0) = u0(d)
Aplicando el principio de Duhamel, obtenemos:
u(d, t) = uH(d, t) +
t∫
0
w(d, t, τ)dτ (1.64)
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Donde
w(d, t, τ) :=
g(ξ)
g(d)
R(ξ) exp
( d∫
ξ
b(s)
g(s)
ds
)
, ξ := ξ(d, t− τ).
Con el cambio de variables ρ = ξ = ξ(d, t− τ), τ = dρ/g(ρ), la solución se reduce a:
u(d, t) := uH(d, t)− 1
g(d)
ξ(d,t)∫
d
R(ρ) exp
( d∫
ρ
b(s)
g(s)
ds
)
dρ. (1.65)
Para el modelo 2 con una razón de alimentación constante, el lado derecho R, consiste
de una suma de términos:
R(d) = QF
p∑
k=1
mkF δ(d− dk)
La presencia de las funciones δ, simplifica la solución exacta:
ξ(d,t)∫
d
R(ρ) exp
( d∫
ρ
b(s)
g(s)
ds
)
dρ =
ξ(d,t)∫
d
QF
p∑
k=1
mkF δ(ρ− dk) exp
( d∫
ρ
b(s)
g(s)
ds
)
dρ
= QF
p∑
k=1
mkFχ[d,ξ(d,t)](d
k) exp
( d∫
dk
b(s)
g(s)
ds
)
Sustituyendo esta expresión en 1.65, obtenemos:
u(d, t) := uH(d, t)− QF
g(d)
p∑
k=1
mkFχ[d,ξ(d,t)](d
k) exp
( d∫
dk
b(s)
g(s)
ds
)
(1.66)
Usando 1.63 podemos calcular fórmulas explícitas para las integrales de la forma
l(z1, z2) :=
z2∫
z1
b(s)
g(s)
ds
Que aparecen tanto en las porciones homogéneas y no homogénea de la solución. Espe-
cíficamente para la ley de desgaste g(d) = α
( d
d0
)β
, 0 ≤ β ≤ 1, α < 0, Obtenemos:
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l(z1, z2) := −QSd
β
0
α
log(min{ds, z2})− log(min{ds, z1}) paraβ = 1,1
1− β ((min{ds, z2})
1−β − (min{ds, z1})1−β) paraβ 6= 1.
Es evidente de esta fórmula que l(z1, z2) = 0 si ambas z1 ≥ ds y z2 ≥ ds, indicando que
el cernidor no tiene efecto en la solución para d > ds. Coloquemos en un sólo lugar la
solución exacta de la ecuación:
u(d, t) := uH(d, t)− QF
g(d)
p∑
k=1
mkFχ[d,ξ(d,t)](d
k) exp(l(dk, d)) (1.67)
Donde
u(d, t) := uH(d, t)−g(ξ)
g(d)
u0 exp(l(d
k, d)), ξ(d, t) =

d exp(−αt/d0) para β = 1[
x1−β − α
dβ0
(1− β)
] 1
1−β paraβ < 1
Capítulo 2
Metedología Experimental
2.1. Prueba de bola marcada
La prueba de bola marcada es una potente herramienta en las manos de los inves-
tigadores para determinar la calidad de cuerpos moledores más apropiada para unas
condiciones de molienda dadas. La prueba de bolas marcadas nos puede ayudar a deci-
dir:
1. El tipo de cuerpo moledor con mejor desempeño.
2. Comparar el diseño de cuerpos moledores de diferentes proveedores.
3. Definir cuál mecanismo de desgaste predomina en el molino: impacto, abrasión
y/o corrosión.
Los cuerpos moledores con diferente composición y/o tamaño, son perforados con di-
ferentes patrones, en nuestro caso estas vienen perforadas por fabricación para evitar
un deterioro de la bola. Las bolas marcadas son pesadas y medidas a intervalos de
tiempo periódicos. La tasa de desgaste específica para las diferentes calidades puede ser
determinada y expresada en alguna de las siguientes unidades:
1. Gramos / Ton de material molido
2. Reducción en el área superficial por tonelada molida de material cm2/ton.
3. Velocidad de desgaste en mm por 1000 horas de operación.
La prueba asume que la velocidad de desgaste de todos los tamaños de bolas de una
calidad en particular, es constante.
36
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2.2. Procedimiento
1. La cantidad de bolas para la prueba deberá ser suficiente para que cada vez que
se realicen mediciones, por lo menos 8 a 10 bolas sean extraídas. Un número de
bolas recomendable es:
a. 90/80mm− 200 bolas
b. 70/60mm− 300 bolas
c. 50/40mm− 500 bolas
2. Las bolas seleccionadas para la prueba de bola marcada deberán normalmente ser
los tamaños más grandes usados en la cámara del molino evaluada. Esto permite
fácil identificación durante las paradas para medición. Bolas de menos de 30 mm
de diámetro no son seleccionadas por su dificultad para ser perforadas.
3. El diámetro de la perforación debe ser menor que 1/10 del diámetro de la bola.
Profundidad del hueco recomendado:
Diámetro de bola (mm) Profundidad del hueco (mm)
100/70 15
60/50 12
40 10
Número de huecos: 1,2 ó 3. Si dos calidades de bolas están siendo probadas simultá-
neamente, huecos a 90◦ y 180◦ pueden ser perforados para una mejor identificación.
Resinas de colores se pueden usar como relleno en las perforaciones.
4. La bolas son fundidas con una variación en su peso de:
Diámetro de bola (mm) Variación de peso(gr)
100/70 ±5
60/40 ±2
5. Para molinos de cemento la primera lectura o medición puede ser tomada después
de 500 horas de operación. Con intervalos 500 horas o 1000 horas se pueden realizar
las otras mediciones, dependiendo de la tasa de desgaste esperada.
6. 8 a 10 bolas son sacadas del molino en cada parada. El molino debe ser rotado
hasta conseguir el número de bolas requerido.
7. Las bolas seleccionadas son limpiadas completamente con agua y las condiciones de
la superficie deben ser observadas (pitting, spalling, deshaping, etc.). Las bolas son
individualmente pesadas. El peso promedio es anotado. El diámetro es calculado
del peso medido. La fórmula para calcular la tasa de desgaste es:
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Razóndedesgaste(gr/ton) =
PerdidadelRadio(mm) ∗ AreaSuperficialTotalCarga(m2) ∗ 7.8gr/cm3 ∗ 103
MaterialMolido(ton)
8. Las bolas con el más alto y más bajo diámetro son enviadas a la fábrica de bolas
para trabajos de investigación.
9. La prueba de bolas marcada puede ser considerada completa cuando la tasa de
desgaste para la aleación evaluada tiende a estabilizarse en un valor mínimo o
cuando las bolas tienen menos de 15 a 20 mm sobre el diámetro de 70 a 100 mm
y 10 a 15 mm para bolas de 40 a 60 mm.
10. Es recomendable diseñar un formato para recolectar información en cada parada.
2.3. Materiales y Métodos
El trabajo experimental se efectuó en la planta Yumbo propiedad de Cementos Argos
S.A. Se aplicó la prueba de bola marcada a dos tipos de bolas diferentes, tomando 196
bolas de 90mm de diámetro para ambas especificaciones, estas fueron suministradas por
un mismo proveedor (Vega Industries), con las siguientes composiciones químicas.
TABLA 1. Composición Química de Bolas
REFERENCIA DE BOLAS Cr% C% DUREZA HRC
180-Vegaplus-tipo I 21-23 2.7-3.1 63
90-Vegaplus-tipo II 18-21 2.1- 2.8 60-66
Las 196 bolas fueron marcadas con dos agujeros de 13mm de profundidad, formando
entre los dos huecos 180◦ para el tipo de bola I y 90◦ para el tipo de bola II, estas fueron
introducidas dentro de un molino industrial con las siguientes especificaciones.
TABLA 2. Especificaciones del Molino
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Dimensiones internas 3500 mm * 5100 mm F. L.S / 1962
Tipo de descarga 7mm
Fracción de velocidad critica de giro 72,5%
Flujo de alimentación fresca al molino 66 t/h
Flujo de alimentación total al molino 165 t/h
Flujo de alimentación total al molino 12 Kwh/t
F-80 19000 µm
P-80 195 µm
Fracción de volumen carga de bolas 32%
Masa total de carga de bolas 48.62 t
Procedencia bolas de reposición Industrias Vega
Consumo de bolas 143 gr/t
Secuencia de recarga, Kg/da del ciclo 1000 Kg (∅ 3,5") every 7 days. 143 Kg/day
Composición granulométrica de la recarga 100% de ∅ 3.5"
Se realizó seguimiento durante 5368 horas, donde las primeras 2927 horas se desprecia-
ron para hacer un análisis de desgaste de las bolas en tiempos largos. Después en las
siguientes 2441 horas se realizaron muestreos entre 500-600 horas, en cada parada del
molino eran sacadas 12 bolas del molino y se medía su respectivo desgaste con un pie
de rey electrónico, después se calculaba la media de estas doce muestras. Los resultados
del desgaste del diámetro se encuentran en la siguiente tabla.
TABLA 3. Tabla de desgaste en milímetros
HORAS DE OPERACIÓN DIÁMETRO DE DIÁMETRO DE
BOLA TIPO I BOLA TIPO II
2,927 77 75
3,461 75 72
3,984 73 70
4,422 71 68
4,874 70 66
5,368 67 64
Capítulo 3
Resultados y análisis
3.1. Simulación del desgaste de medios moledores
La figura 3.1 y 3.2 muestra el ajuste por mínimos cuadrados de los datos de la tabla
3 para el tipo de bola I y II. Para el tipo de bola I se obtuvo como mejor ajuste la
curva exponencial: Y = D ∗ exp(Ax) para D = 90, 276866585 , A = −0, 000064171 con
un error de 0,148349170, mejorando el error de la curva lineal que era de 0,193250159
.Para el tipo de bola II el mejor ajuste lo obtuvo la recta Y = −0, 0039x + 88, 7286
con un error de 0,318809655, mejorando el error de la curva exponencial que era de
0,351002945. En este sentido se usarán las leyes de desgaste lineal y exponencial en las
aplicaciones.
El ajuste de la curva de tipo hiperbólico no parece tener una buena aproximación a
los datos experimentales, a pesar de que se tenía una leve sospecha de que este hecho
podría ocurrir, por lo que se usarán las leyes de desgaste de tipo lineal y exponencial en
las aplicaciones. Además es importante resaltar de que se complicarían las soluciones de
las ecuaciones diferenciales que serán analizadas en las secciones siguientes del presente
capitulo, debido a que se tendrían que utilizar otro tipo de herramientas matemáticas
numéricas para su solución.
3.2. Balance Poblacional del desgaste de medios moledores
El modelo propuesto por Bürger et al [33] es
∂N(d, t)
∂t
+
∂
∂d
{g(d)N(d, t)−QF (t)
p∑
k=1
mkFH(d−dk)} = −QS(t)χ[0, d0](d)N(d, t) (3.1)
Donde d es el diámetro de bola, g(d) es la función asociada a la ley de desgaste,QF (t)
es el número total de alimentación de nuevas bolas en la entrada del molino, mkF es
40
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Figura 3.1: Ajuste exponencial tipo de bola I.
la frecuencia numérica relativa de bolas de tamaño d en la entrada del molino, H(.)
esla función de Heaviside, QS(t) es la parrilla de descarga asociada con una función de
control independiente del tiempo, χ[.] es la función característica.
Para simplificar el análisis, se asume que los coeficientes son independientes del tiempo,
y se simplifica la notación para la parrilla de descarga.
b(d) = −QS(t)χ[0, d0](d) (3.2)
Usando el método de las características para el problema homogéneo resultante
∂N(d, t)
∂t
+
∂
∂d
{g(d)N(d, t)− b(d)N(d, t) = 0, N(d, 0) = N0(d)
Obtenemos la solución homogénea
NH(d, t) =
g(ζ)
g(d)
N0(ζ) exp
( d∫
ζ
b(s)
g(s)
ds
)
Donde
ζ(d, t) =
{
d exp(−αt), para β = 1
[d1−β − α(1− β)t] 1−β , para β < 1
Si g(d) = αdβ
Para el problema no homogéneo con la parte derecha de la ecuación (1) independiente
del tiempo, obtenemos la solución
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Figura 3.2: Ajuste lineal tipo de bola I.
N(d, t) = NH(d, t)− QF
g(d)
p∑
k=1
mkFχ[d, ζ(d, t)](d
k) exp
( d∫
ζ
b(s)
g(s)
ds
)
(3.3)
Usando (3) podemos trabajar con formulas explicitas para las integrales de la forma
l(z1, z2) :=
z2∫
z1
b(s)
g(s)
que aparecen en ambas porciones de las soluciones homogéneas y no
homogéneas. Específicamente para las leyes desgaste g(d) = αdβ , obtenemos:
l(z1, z2) = −QS
α
{
log(mı´n{d0, z2})− log(mı´n{d0, z1}), para β = 1
1
1−β ((mı´n{d0, z2})1−β − (mı´n{d0, z1})1−β), para β 6= 1
Es evidente que l(z1, z2) = 0 si ambas z1 ≤ d0 y z2 ≤ d0 , indicando que la parrilla de
descarga no tiene efecto en la solución para d ≥ d0 , en la práctica industrial esto es lo
que realmente ocurre, es decir, que z1 ≤ d0 y z2 ≤ d0 , por lo que l(z1, z2) = 0, además
en el estado estacionario χ[d, ζ(d, t)]→ 1 y ∑pk=1mkF (dk) = 1 para recarga de bolas de
90mm solamente, así
N(d, t) = NH(d, t)− QF
g(d)
p∑
k=1
mkFχ[d, ζ(d, t)](d
k) exp
( d∫
dk
b(s)
g(s)
ds
)
(3.4)
en el estado estacionario:
NSS(d) = − QF
g(d)
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3.3. Distribución másica y frecuencia másica de bolas
La función frecuencia másica y3(d, t) de tamaño de bolas, se define como:
y3(d, t) =
d3N(d, t)∫ d1
d0
d3N(d, t)d(d)
(3.5)
En el estado estacionario para bolas de 90mm en la recarga se tiene
ySS3 (d) =
d3
QF
Ad
−QF
3A
(
(d1)3 − (d0)3
) = 3d2(
(d1)3 − (d0)3
) (3.6)
La función de distribución másica Y3(d, t) es definida por
Y3(d, t) =
∫ d
d0
z3N(z, t)dz∫ d1
d0
d3N(d, t)d(d)
=
∫ d
d0
y3(z, t)dz (3.7)
Integrando todos los términos y para g(d) = Ad en el estado estacionario se tiene:
Y SS3 (d) =
∫ d
d0
ySS3 (d) =
∫ d
d0
3d2(
(d1)3 − (d0)3
) = d3 − (d0)3
(d1)3 − (d0)3 (3.8)
Para una recarga con un solo tamaño de 90mm, con d0 = 0 tenemos:
Y SS3 (60) = 60
3/903 = 0, 2962 ó 29, 62 %
Y SS3 (70) = 70
3/903 = 0, 4705 ó 47, 05 %
Y SS3 (80) = 80
3/903 = 0, 7023 ó 70, 23 %
Y SS3 (90) = 1 ó 100 %
La figura 3.3 muestra la simulación del perfil de tamaño de bolas dentro del molino según
la distribución másica calculada con g(d) = Ad y la distribución másica experimental.
Para g(d) = α se tiene
y3(d, t) =
d3N(d, t)∫ d1
d0
d3N(d, t)d(d)
En el estado estacionario para bolas de 90mm en la recarga obtenemos
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Figura 3.3: Simulación del perfil del tamaño de bolas dentro del molino, g(d) = Ad.
ySS3 (d) =
−d3QF
α
−QF
α
((d1)4 − (d0)4
4
) = 4d3(
(d1)4 − (d0)4
) (3.9)
La función de distribución másica Y3(d, t) en el estado estacionario es
Y SS3 (d) =
∫ d
d0
4d3
(d1)4 − (d0)4d(d) =
d4 − (d0)4
(d1)4 − (d0)4 (3.10)
Para una recarga con un solo tamaño de 90mm, con d0 = 0 tenemos:
Y SS3 (60) = 60
4/904 = 0, 1975 ó 19, 75 %
Y SS3 (70) = 70
4/904 = 0, 3660 ó 36, 60 %
Y SS3 (80) = 80
4/904 = 0, 6243 ó 62, 4 %
Y SS3 (90) = 1 ó 100 %
La figura 3.4 muestra la simulación del perfil de tamaño de bolas dentro del molino según
la distribución másica calculada con g(d) = α y la distribución másica experimental.
Como puede evidenciarse en la figura 3.3 y 3.4 la distribución másica calculada con
g(d) = α se aproxima mejor a la distribución másica experimental.
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Figura 3.4: Simulación del perfil del tamaño de bolas dentro del molino, g(d) = α
3.4. Flujo de entrada de bolas
En la práctica industrial se fija el nivel de llenado de bolas en el estado estacionario.
Luego, considerando la ley de desgaste y tamaño de bolas de entrada y salida, se estima
el flujo de bolas a reponer diariamente. Esta forma de operar permite calcular el flujo
total de entrada de bolas a partir de la ecuación:
wSSB =
∫ d1
d0
ρ
pi
6
d3NSS(d)d(d) (3.11)
Donde wSSB es la masa de bolas en el interior del molino en el estado estacionario.
Introduciendo (4) en (11) y con g(d) = α donde α = −0, 0042 e integrando:
wSSB =
−piρQF
24α
(
(d1)
4 − (d0)4
)
(3.12)
Por lo tanto
QF =
−24αwSSB
piρ
(
(d1)4 − (d0)4
) (3.13)
Para g(d) = Ad se define de la misma manera, donde A = −0, 000064171
wSSB =
∫ d1
d0
ρ
pi
6
d3NSS(d)d(d)
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wSSB =
−piρQF
18A
(
(d1)
3 − (d0)3
)
(3.14)
De donde
QF =
−18AwSSB
piρ
(
(d1)3 − (d0)3
) (3.15)
Para recarga con bolas de 90mm con d0 = 0, la densidad de una bola ρ = 7, 8ton/m3 y
de la tabla 2, la masa total de carga de bolas es wSSB = 48, 625
La figura 3.5 muestra el flujo de bolas para el tipo de bola I y II respectivamente con
un desgaste lineal en ambos casos.
Figura 3.5: Flujo de bolas tipo I y tipo II con α = −0, 0042
Es evidente que no existe una variación significativa en el flujo de bolas para un cambio
en la parrilla de descarga de entre [0,20].
La figura 3.6 muestra el flujo de bolas para el tipo de bolas I y II con un desgaste
exponencial en ambos casos.
CAPÍTULO 3. RESULTADOS Y ANÁLISIS 47
Figura 3.6: Flujo de bolas tipo de bola I y II con g(d) = Ad y A = −0, 000064171
De la misma manera que en el caso lineal no existe una variación significativa en el flujo
de bolas para un cambio en la parrilla de descarga de d0 entre [0,20].
3.5. Consumo de acero por desgaste de bolas
Este se define por:
CD(t) = −
∫ d1
d0
dw(d)
dt
N(d, t)d(d) = −
∫ w(d1)
w(d0)
N(d, t)g(d)dw(d)−
∫ d1
d0
N(d, t)g(d)
pi
2
ρd2d(d)
(3.16)
Para g(d) = α y en el estado estacionario se tiene
CSSD = −
∫ d1
d0
NSS(d)g(d)
pi
2
ρd2d(d) = −
∫ d1
d0
−QF
α
αρ
pi
2
d2d(d)
CSSD =
piρQF
6
(
(d1)
3 − (d0)3
)
=
−piρ4αwSSB
(
(d1)
3 − (d0)3
)
piρ
(
(d1)4 − (d0)4
) = −4αwSSB
(
(d1)
3 − (d0)3
)
(
(d1)4 − (d0)4
)
(3.17)
La figura 3.7 muestra la simulación del consumo de acero por desgaste g(d) = α =
−0, 0042.
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Figura 3.7: Consumo de acero por desgaste tipo de bola I y II con g(d) = α = −0, 0042
De la misma manera para g(d) = Ad obtenemos
CSSD = −
∫ d1
d0
NSS(d)g(d)
pi
2
ρd2d(d) = −
∫ d1
d0
−QF
α
Adρ
pi
2
d2d(d) (3.18)
CSSD =
−18ApiρwSSB
(
(d1)
3 − (d0)3
)
6piρ
(
(d1)3 − (d0)3
) = −3AwSSB (3.19)
La figura 3.8 muestra el consumo de acero por desgaste g(d) = Ad.
Figura 3.8: Consumo de acero por desgaste tipo de bola I y II con g(d) = Ad y A =
−0, 000064171
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Por lo tanto el consumo de acero por desgaste es igual al consumo total de acero, si
consideramos que el consumo de acero por purga de bolas es cero , d0 = 0, luego
CT = C
SS
D + C
SS
P = C
SS
D (3.20)
3.6. Balance poblacional tiempo dependiente del desgaste de
medios moledores
La ecuación gobernada por el modelo de Bürguer et al. (2005) está dada por
∂N(d, t)
∂t
+
∂
∂t
(
g(d)N(d, t)−QF (t)
p∑
k=1
mkFH(d− dk)
)
= −QS(t)χ[0,d0](d)N(d, t) (3.21)
donde d es el diámetro de bola, y g(d) es una función asociada con la ley de desgaste.
Una escogencia común es
g(d) = α(d/dref )
β, α < 0, (3.22)
QF (t) es la razón de alimentación total de nuevas bolas, en la entrada del molino en el
tiempo t, mkF es la frecuencia numérica relativa de bolas de tamaño dk en la entrada de
alimentación, es decir
m1F + · · ·+mpF = 1, (3.23)
Donde por conveniencia de un tratamiento unificado, p = 1 y p > 1, asumimos que
d1 > d2 > · · · > dp, (3.24)
H() denota la función de Heaviside definida por:
H(x) =
{
1 si x ≥ 0,
0 si x < 0
(3.25)
Qs(t) es la razón en la cual las bolas de un diámetro menor o igual que d0 son descargadas
a través del cernidor, χ() es la función característica, es decir:
χ[0,d0](d) =
{
1 si 0 ≤ d ≤ d0,
0 en otro caso
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Simplificando la discusión asumimos que todos los coeficientes de las funciones son
independientes del tiempo, y definimos
b(d) := −QSχ[0,d0](d) (3.26)
Finalmente asumimos que N0 = N0(d) denotando una distribución de tamaño inicial
con un tamaño máximo dmax, es decir
N0(d) = 0, para d ≥ dmax (3.27)
Usando el método de las características para el problema homogéneo
∂N(d, t)
∂t
+
∂
∂t
(g(d)N(d, t))− b(d)N(d, t) = 0,
N(d, 0) = N0(d)
y definiendo
λ(z1, z2) :=
z2∫
z1
b(s)
g(s)
ds, (3.28)
obtenemos la solución homogénea
NH(d, t) =
g(ξ)N0(ξ)
g(d)
exp(λ(ξ(d, t), d)), (3.29)
donde por la escogencia 3.22 la función ξ(d, t) queda definida por
ξ(d, t) =
{
d exp(−αt/dref ) para β = 1
(d1−β − αd−βref (1− β)t)
1
1−β para β < 1
(3.30)
Para el problema no homogéneo y considerando el lado derecho de (3.21) independiente
del tiempo, obtenemos
N(d, t) = NH(d, t)− QF
g(d)
p∑
k=1
mkFχ[d,ξ(d,t)](dk) exp(λ(dk, d)) (3.31)
Específicamente para la ley de desgaste 3.22 obtenemos la siguiente expresión explícita
para 3.29
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λ(z1, z2) = −
QSd
β
ref
α
log(min{d0, z2})− log(min{d0, z1}) para β = 1(min{d0, z2})1−β − (min{d0, z1})1−β
1− β para β < 1
(3.32)
Es evidente de 3.29 que
λ(z1, z2) = 0 si z1 ≥ d0 y z2 ≥ d0, (3.33)
Lo cual indica que el cernidor de descarga no tiene efecto en la solución N = N(d, t)
para d ≥ d0.
3.7. Balance poblacional en estado estacionario con cernidor de
descarga
Ahora evaluemos el modelo en estado estacionario, esto es analicemos la solución N =
N(d, t) de 3.32 para t → ∞. En este sentido note primero que de acuerdo con 3.31 y
como α < 0, tenemos que
ξ(d, t)→∞ cuando t→∞ para d > 0, (3.34)
Consideremos la parte homogénea de la solución NH = NH(d, t) dado por 3.30. En vista
de 3.35 vemos que para t suficientemente grande, obtenemos de 3.33 para d > 0
λ(ξ(d, t), d) = −QSd
β
ref
α

log(min{1, d/d0}) para β = 1,
(min{d0, d})1−β − d1−β0
1− β para β < 1,
(3.35)
Para lo cual si α < 0 indica que λ(ξ(d, t), d) ≤ 0 para t suficientemente grande y por lo
tanto tenemos para el término exponencial en 3.30
exp(λ(ξ(d, t), d)) ≤ 1 para t suficientemente grande, d ≥ 0 (3.36)
De otro lado, como 3.35 indica que ξ para t suficientemente grande, vemos de 3.26 que
N0 para t suficientemente grande y d > 0. Como ξ(0, t) = 0 para β = 1 y ξ(0, t) → ∞
cuando t→∞ para β < 1,
N0(ξ(d, t)) = 0 para t suficientemente grande, d ≥ 0 (3.37)
Combinando 3.36 y 3.37 obtenemos que:
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NH(d, t)→ 0 cuando t→∞ para d ≥ 0, (3.38)
Esta propiedad, aunque derivada por razones de forma, es completamente plausible, ya
que Esperamos que después de un tiempo suficientemente grande, la población inicial
de las bolas ha sido completamente cernida. A continuación, observemos que debido a
3.35
χ[d,ξ(d,t)](dk)→ H(dk − d) cuando t→∞ para d ≥ 0, (3.39)
así obtenemos
N(d, t)→ NSS(d)− QF
g(d)
p∑
k=1
mkFH(dk − d) exp(λ(dk, d)) (3.40)
cuando t→∞ para d ≥ 0,
donde NSS = NSS(d) denota el tamaño de distribución en estado estacionario. En
nuestro caso, tenemos p = 1 y 3.23 obliga que m1F = 1, y obtenemos
NSS(d)− QF
g(d)

0 para d > d1,
1 para d0 ≤ d ≤ d1,
exp(λ(d1, d)) para 0 ≤ d < d0
(3.41)
La función de frecuencia másica de tamaño de bolas y3 = y3(d, t) está definida de la
siguiente manera
y3(d, t) =
d3N(d, t)
V (t)
(3.42)
donde V(t) denota el volumen total ocupado por las bolas de todos los tamaños en el
tiempo t:
V (t) =
d1∫
0
d3N(d, t)dd (3.43)
Note que esta fórmula difiere ligeramente de la dada por Menacho y Concha (1986,
1987), donde esta integral es tomada para d = 0. Esto es debido a la posible presencia
de bolas con tamaño d < d0 en todo tiempo. En el estado estacionario, esto es, si
reemplazamos N(d, t) por NSS, obtenemos
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ySS3 (d) =
d3NSS(d)
V SS
, (3.44)
donde
V SS := l´ım
t
→∞V (t) =
d1∫
0
d3NSS(d)dd (3.45)
Para p = 1 y la ley de desgaste 3.22, esto indica que:
V SS := l´ım
t
→∞V (t) =
d1∫
0
d3NSS(d)dd (3.46)
V SS :=− QFd
β
ref
α
(
γ(d0, β) +
d1∫
d0
d3−βdβ
)
,
=− QFd
β
ref
α
(
γ(d0, β) +
d1
4−β − d04−β
4− β
)
donde definimos la integral
γ(d0, β) :=
d0∫
0
d3−β exp(λ(d1, d))dd (3.47)
Para β = 1 y 0 ≤ d ≤ d0 y definiendo QˆS = −QS
dβref
α
obtenemos por un calculo sencillo
de 3.33 que
γ(d0, 1) =
d0∫
0
d2 exp
{
QˆS log
( d
d0
)}
dd =
d30
3 + QˆS
. (3.48)
Para 0 < β < 1, la integral 3.46 no puede ser evaluada en forma algebraica cerrada .
Sin embargo, tenemos:
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γ(d0, 0) =
d0∫
0
d3 exp(QˆS(d− d0))dd
=
d30
QˆS
− 3d
2
0
Qˆ2S
+
6d0
Qˆ3S
− 6
Qˆ4S
+
6
Qˆ4S
exp(−QˆSd0).
Observemos que las expresiones 3.46 y 3.48 tienden a cero cuando QS →∞ o QˆS →∞,
lo que significa que la contribución de las bolas sin cernir con diámetro menor que d0
en la masa total disminuye a medida que la tasa del cernidor se incrementa. La función
de distribución másica Y3 = Y3(d, t) está definido por:
Y3(d, t) =
1
V (t)
d∫
0
z3N(z, t)dz =
d∫
0
y3(z, t)dz.
En el estado estacionario la cantidad correspondiente es
Y SS3 (d) =
d∫
0
ySS3 (z)dz.
3.8. Flujo de entrada de bolas con cernidor de descarga
En la práctica industrial, se calcula el nivel de llenado de bolas en estado estacionario
y la cantidad de bolas que serán reemplazadas diariamente, teniendo en cuenta la ley
de desgaste y la distribución de bolas con las que se llena el molino. En efecto, la masa
total de las bolas en el estado estacionario está dada por:
wSSB (d) =
piρ
6
V SS,
dónde ρ es la densidad de las bolas, se quiere determinar la tasa de alimentación de
bolas QF necesaria para mantener la masa total constante. Para p = 1 y la ley de
desgaste 3.22, esto significa que
wSSB (d) = −
QFpiρd
β
ref
6α
(
γ(d0, β) +
d4−β1 − d4−β0
4− β
)
, (3.49)
donde recordamos que γ(d0, β) se define en 3.46. Ahora, suponiendo que se da QS (o
suponiendo que QS es tan grande que el término γ(d0, β) es despreciable, se obtiene a
partir de 3.50
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QF = −6αw
SS
B
piρdβref
(
γ(d0, β) +
d4−β1 − d4−β0
4− β
)−1
, (3.50)
y asumiendo γ(d0, β) 1 , el valor aproximado
QF ≈ − 6(4− β)αw
SS
B
piρ(d4−β1 − d4−β0 )dβref
(3.51)
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La figura 3.9 y la figura 3.10, muestran el flujo de bolas con QS para β = 1 y β = 0
respectivamente
Figura 3.9: Flujo de bolas con parrilla de descarga QS y β = 1
Figura 3.10: Flujo de bolas con parrilla de descarga QS y β = 0
El flujo de bolas simulado cuando las bolas abandonan el molino en d0, como se muestra
en las figuras 3.5 y 3.6 difiere un poco de la simulación de flujo de bolas con el término
sumidero QS, como se muestra en las gráficas 3D de las figuras 3,9 y 3,10, aunque como
se dijo anteriormente este último es mucho mas realista.
El modelo I y el modelo II aunque tienen la misma ecuación diferencial parcial , tienen
la diferencia en el mecanismo de descarga, como se dijo anteriormente el modelo I asume
que las bolas abandonan el Molino inmediatamente cuando llegan a un tamaño do, lo
cual no siempre es cierto,mientras el modelo II asume que todas las bolas de tamaño
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d ≤ ds abandonan el molino. Como se dijo anteriormente si se comparan las graficas
3.5 y 3.6 que pertenecen al modelo I con las graficas 3.9 y 3.10 del modelo II, se nota
muy poca diferencia, Pero esto es debido a que los valores de do son relativamente
pequeños y sobre todo cuando se habla de la molienda en un proceso como el cemento.
De acuerdo a esto se puede decir que un cambio en el mecanismo de descarga como el
que se propone en el modelo II por el hecho de ser mas real, se puede confiar más en
sus cálculos en cuanto a la recarga de bolas se refiere.
El modelo propuesto por Menecho y Concha comparado con el modelo propuesto Bürger
varía principalmente en que el modelo de Menacho obtiene algunas soluciones negativas
en el estado transitorio, error que corrigió bürger en el nuevo modelo, como puede verse
en Bürger et al (2005) .
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3.9. CONCLUSIONES
La aplicación del modelo propuesto nos permitió calcular con muy buenas aproximacio-
nes la recarga de bolas en el molino y el consumo de acero por desgaste de las bolas para
dos leyes de desgaste diferentes. Teniendo en cuenta los dos mecanismos de descarga
diferentes se observa que el del modelo 1 difiere ligeramente del modelo 2, además de
ser mucho más realista el modelo 2 en la práctica industrial. Se validó la hipótesis que
afirmaban los antecedentes industriales disponibles, que el orden cinético para bolas de
acero es cercano a cero en unos casos y en otros es cercano a uno. En tiempos mayores
a 3000 horas la ley de desgaste conserva un orden entre cero y uno. El modelo fenome-
nológico aplicado proporciona una herramienta que puede ser usada en la optimización
de la molienda, desde el punto de vista de los cuerpos moledores.
La ecuación de balance poblacional y el modelo de desgate de bolas se dedujo de una
manera más formal; se agregó la demostración de la regla de Leibnitz y la demostración
de que la ecuación de balance poblacional es una ecuación diferencial parcial cuasilineal.
La ecuación de balance poblacional propone una adición contínua de bolas aunque en
realidad ésta es discreta. Esto no contituye un problema, debido a que las constantes de
tiempo del proceso son mucho más grandes que la diferencia de tiempo entre adiciones
sucesivas de bolas, sin embargo, se puede enfrentar el modelo de desgaste de bolas como
un proceso discontinuo, en el que se podría utilizar algún método numérico, para su
solución.
La utilidad práctica del modelo de desgaste de bolas desarrollado puede resumirse en
dos aspectos.
a) Puede usarse para planear y controlar la operación de los molinos en relación a la
recarga de cuerpos moledores y consumos de acero.
b) Además se puede usar en combinación con un simulador de la molienda para opti-
mizar la eficiencia energética y la productividad.
Con la aplicación del modelo desarrollado, la industria del cemento podrá predecir las
necesidades de cuerpos moledores para garantizar un inventario adecuado.
Recomendaciones
Aunque la ecuación diferencial de desgaste de cuerpos moledores tiene solución
exacta, se deben buscar soluciones por métodos numericos que nos permitan ma-
nejar otro tipo de funciones como: flujo de entrada de bolas, flujo de salida, tasa
de desgaste, etc.
Desarrollar el modelo con tasas de cosumo de cuerpos moledores variable de acuer-
do al tiempo de trabajo de las bolas.
Debido a que el diámetro de bolas menores que la abertura de la parrilla del molino
no son expulsadas completamente, el grado de empaquetamiento entre los cuerpos
moledores y las partículas de roca, se ve afectado y por ende el movimiento de
las partículas en el molino es más lento, por lo tanto, es necesario estudiar dicho
fenómeno como un proceso clasificador dentro del equipo.
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Anexos I
PUBLICACIONES REALIZADAS DURANTE LA INVESTI-
GACIÓN DOCTORAL.
Análisis del desgate de medios moledores de acero en un molino de bolas de la compañía
argos s.a, I Rivera, F quintero, M Bustamante, III Congreso internacional de Materiales
Energía y Medio Ambiente ISBN 978-958-8524-58-0, 2011.
Análisis del desgate de medios moledores de acero en un molino de bolas de la compañía
argos s.a. Prospectiva. Vol.10, No.1, ISSN 1692-8261 Enero-Junio de 2012, pags.108-112.
IV Latinometalurgia , Aplicación de las leyes de conservación a un molino de bolas para
una ley de desgaste constante.
Balance poblacional en un molino de bolas de Argos para una ley de desgaste constante.
ISBN 978-958-8692-23-4, Formación y modelación en ciencias básicas.
Modelo General de balance poblacional en un molino de bolas de argos para una ley
de desgaste constante. ISBN 978-958-8692-23-4, Formación y modelación en ciencias
básicas.
Ceramic ball wear prediction in tumbling mills as a grinding media selection tool,
Artículo en evaluación por International journal of Mineral Processing.
Wear two types of balls in long time in a rotary mill model applied to a population
balance. Artículo en evaluación por International journal of Mineral Processing
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Anexos II
Este capítulo está diseñado para mostrar la base de datos completa al inicio de la prueba
de bolas marcadas; esta contiene el diámetro, el peso y la profundidad de perforación
de las 200 bolas de cada composición química.
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Figura 3.11: Datos de peso, diámetro y profundidad de la bola Vegaplus.
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Figura 3.12: Datos de peso, diámetro y profundidad de la bola Vegaplus.
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Figura 3.13: Variabilidad del diámetro de Vegaplus.
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Figura 3.14: Variabilidad para la profundidad de perforación Vegaplus.
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Figura 3.15: Variabilidad del peso Vegaplus.
Figura 3.16: Resumen estadístico para Vegaplus.
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Figura 3.17: Variabilidad del diámetro de Vegatough18.
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Figura 3.18: Datos de peso, diámetro y profundidad de la bola Vegatough18.
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Figura 3.19: Variabilidad del diámetro de Vegatough18.
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Figura 3.20: Variabilidad para la profundidad de perforación Vegatough18.
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Figura 3.21: Variabilidad del peso Vegatough18.
Figura 3.22: Resumen estadístico para Vegatough18.
Anexos III
Fotografías tomadas durante el proceso exparimental.
Figura 3.23: Fotografía de bola marcada al inicio de la operación en el molino.
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Figura 3.24: Fotografía de bolas marcadas después de 2000 horas.
Figura 3.25: Fotografía de algunas bolas marcadas al final de la operación.
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Figura 3.26: Fotografía peso de una bola marcada.
Figura 3.27: Fotografía interior de un molino de bolas.
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